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SUR L'UNIFORMISATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES 


PAR 


H. POINCARÉ 


à PARIS. 


$ 1. Introduction. 

Dans un mémoire intitulé «Sur un théorème de la théorie générale des 
fonctions» (Bulletin de la Société Mathématique de France, tome r1, 1883), 
j'ai démontré que plusieurs fonctions analytiques d’une même variable indépen- 
dante peuvent toujours être égalées à des fonctions uniformes d’une même variable. 

La question a été reprise par M. Oscoop, puis par M. JOHANSSON: Ueber die 
Uniformisirung RrEMANN'seher Flächen mit endlicher Anzahl Windungspunkte 
(Acta Societatis Scientiarum Fennicæ, tome 33, N° 7) et enfin dans un interessant 
travail de M. BRODÉN, Bemerkungen über die Uniformisirung analytischer Funk- 
tionen (Lund, Berlingsche Buchdruckerei 1905) que nous aurons l’occasion de 
citer plus loin. 

Mon premier mémoire laissait subsister plusieurs questions non résolues. 
1° Pour tout point de la surface de RIEMANKN, pour lequel les fonctions données 
existent, les fonctions uniformisantes se comportent régulièrement. Il y a excep- 
tion pour trois de ces points qui constituent ce que M. HizBerT appelle des 
Ausnahmsstellen. Cette difficulté a été signalée de nouveau par M. HıLBERT 
dans sa communication au Congrès des Mathematiciens de Paris en 1900. 

Elle tient à ce qu'on introduit une fonction auxiliaire, inverse d'une fonc- 
tion fuchsienne et que pour ces trois points, cette fonction auxiliaire n'existe pas. 
Il est possible de l'écarter, et cela de deux maniéres; d'abord en remplacant la 
fonction auxiliaire par une autre, également inverse d'une fonction fuchsienne et 
qui ne présente pas le méme inconvenient; c'est ce que je fais plus loin au 
$ 4; l'autre manière consiste à se passer complètement de fonction auxiliaire, 
c'est ce que je fais aux § 13 et 14. 

2°. Mes procédés permettaient bien de démontrer que l'on pouvait faire la 
représentation conforme de ma surface de RrEMANN sur une aire intérieure à un 
cercle; mais on ne voyait pas que ce fût possible sur un cercle; M. OsGoop a 
écarté cette difficulté; nous aurons néanmoins à y revenir au § 8. 
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3°. On n'était pas certain que cette façon d’uniformiser les fonctions fût la 
plus simple de toutes; on était même certain du contraire par l'exemple des fonc- 
tions fuchsiennes. L'introduction de la fonction auxiliaire. arbitraire dans une large 
mesure, donnait à la solution un caractère artificiel dont il convenait de se 
débarrasser, et pour cela il fallait démontrer que toute surface de RIEMANN, 
simplement connexe, est représentable soit sur un cercle, soit sur une sphère 
pointée (ou ce qui revient au même sur le plan tout entier). 

Le probléme n'est autre chose que le probléme de Dirichlet appliqué à une 
surface de RIEMANN à une infinité de feuillets. Malheureusement les procédés 
ordinaires ne sont pas toujours applicables pour deux raisons: 1° parce que le 
domaine auquel on veut l’appliquer n'est pas une aire plane à un seul feuillet, 
mais est formé de plusieurs feuillets superposés; 2? parce que les frontiéres de ce 
domaine ne sont pas nettement délimitées et.que souvent méme on ne peut pas 
les atteindre, mais s'en approcher pour ainsi dire par une suite indéfinie d'approxi- 
mations. De là la nécessité de faire grande attention aux détails de la démonstra- 
tion, ce qui entraine une assez grande prolixité. 

Dans le § 2, je précise la notion de la surface de RrEMANN qu'il va s'agir 
«d'uniformiser». Je la considére comme un domaine formé d'une suite d'éléments, 
imbriqués les uns dans les autres et correspondant aux divers éléments d'une 
fonction analytique au sens WEIERSTRASSIEN du mot. Je montre comment on peut 
généraliser cette notion et la rendre plus souple, principalement par l'introduction 
des éléments algébriques qui permettent de traiter les points de ramification algé- 
brique de la surface de RIEMANN comme faisant partie de cette surface. J'étudie 
les relations mutuelles des diverses surfaces de RIEMANN correspondant aux divers 
systémes de fonctions analytiques. 

Dans le § 3, je forme la fonction de GREEN relative à ma surface de RıE- 
MANN; et je la représente par une serie qui converge quand cette fonction existe. 
Je modifie la démonstration donnée dans mon mémoire primitif en la rattachant 
à la méthode du balayage et je la simplifie par l'application du théoréme de 
HARNACK. 

Dans la § 4, j'introduis la fonction auxiliaire majorante nécessaire pour 
assurer la convergence de la serie; je montre que cette fonction peut étre choisie 
de facon à éviter les Ausnahmsstellen. 

Dans le $ 5, je déduis de la fonction de GREEN, la fonction analytique z qui 
doit assurer la représentation conforme de la surface de RrEMANN sur un cercle. 

Dans le § 6, je généralise la méthode du balayage de facon à y faire rentrer 
celle que j'avais employée dans mon mémoire primitif. 

Dans le 8 7, je compare les diverses fonctions z qu'on peut déduire d'une 
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méme surface de RIEMANN, et je montre qu'elles sont liées par des relations 
linéaires; je montre ensuite que chacune d'elles ne peut prendre plus d'une fois 
la méme valeur. 

Il s'agit ensuite de montrer que la surface de RIEMANN peut étre représentée 
sur un cercle; c'est ce qu'a fait OsGoop, je reproduis sa démonstration dans le 
$ 8, mais en la préséntant de manière à faire voir que c'est bien par la fonction 
z que se fait Ja réprésentation. Je donne ensuite du méme théoréme une seconde 
démonstration. 

Dans les 8 9, 10 et 11, j'étudie les propriétés des fonctions uniformisantes; 
je montre leur analogie avec les fonctions fuchsiennes, leurs relations avec un 
groupe analogue aux groupes fuchsiens et la possibilité de les représenter par des 
séries analogues aux séries thétafuchsiennes. 

A la fin du mémoire, je cherche à me passer de la fonction auxiliaire ma- 
jorante du 8 4. Je considère un domaine D (ou surface de RIEMANN) simplement 
connexe, mais d'ailleurs queleonque. J’en enléve une aire simplement connexe, 
et il me reste un domaine D, doublement connexe. Au § 12 je forme la fonc- 
tion de GREEN relative à ce domaine et je montre qu'elle existe toujours. Je 
suis amené ensuite à distinguer deux cas. 

- Le premier cas est examiné aux 8 13 et 14; je montre que dans ce cas le 
domaine D, est représentable sur une couronne circulaire et le domaine D sur 
un cercle. 

Dans le second cas que j'étudie au § 15, le domaine D, est représentable 
sur un cercle, et le domaine D sur une sphére. 

Les critéres qui permettent de discerner entre les deux cas peuvent se 
présenter sous des formes trés différentes; on comparera celles que j'ai données 
au § 11, à la fin du § 12, au § 13, au § 15; et on les rapprochera des critère 
proposés par M. BRODÉN. 

Le théorème final (8 14 et 15) permettrait de démontrer l'existence des fonc- 
tions fuchsiennes d'un type donné, sans avoir recours ni à la méthode dite de 


continuité, ni à l'équation Aw — e". 


82. Définition des domaines D. 


Représentons-nous une fonction analytique comme le faisait WEIERSTRASS. 
Un élément de fonction, c'est une série de puissances À convergente à l'intérieur 
d'un cercle C. Deux éléments sont contigus quand leurs cercles de convergence 
C et C' ont une partie commune, et quand en tout point de cette partie com- 
mune, les deux séries R et E' correspondant à ces deux éléments ont méme somme. 
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Une fonction analytique sera alors constituée par un ensemble dénombrable d’ele- 
ments de fonction, tels que l’on peut passer de l’un quelconque de ces éléments 
E à un autre quelconque Z' par une chaîne formée par un nombre fini d'éléments, 
le premier élément de la chaîne étant E et le dernier Z', et chaque élément de 
la chaîne étant contigu au suivant et au précédent. Pourquoi cet ensemble 
doit-il être dénombrable, c'est ce que j'ai expliqué au tome 2 des Rendiconti del 
Cireolo Matematico di Palermo. 

Cela posé, voyons ce que nous devons entendre par le domaine D d'une 
fonction analytique F quelconque. C'est l'ensemble des cercles de convergence 
C relatifs aux différents éléments de F, mais avec la convention suivante: pour 
que deux points du domaine soient regardés comme identiques, il ne suffit pas qu'ils 
aient mêmes coordonnées. Soient E et E' deux éléments de la fonction, C et C' 
les cercles de convergence correspondants; R et R' les deux séries correspondantes, 
soient M et M' deux points considérés comme appartenant le ı à C, le 24 C", 
et ayant d'ailleurs mémes coordonnées; les deux points coincident donc au point 
de vue géométrique, mais il ne s’ensuit pas qu'ils soient identiques à notre 
nouveau point de vue; de l'un de ces deux points comme centre, je décris un 
cercle K assez petit pour être contenu tout entier tant dans C que dans C"; si 
les deux séries R et R' ont même somme à l'intérieur de K les deux points M 
et M' seront regardés comme identiques, sinon non. Ainsi notre domaine sera 
un plan à plusieurs feuillets et en général à une infinité de feuillets; ce sera une 
surface de Riemann analogue à la surface $ envisagée dans le mémoire cite. 

On pourra faire une convention différente: on pourra convenir que l'égalité 
des séries À et R! reste une condition nécessaire pour que les deux points M et 
M' soient identiques, mais que cette condition ne soit plus suffisante. Nous 
pourrons méme convenir de regarder deux éléments de la fonction # comme non 
identiques, bien que les cercles C et C’ correspondants soient les mêmes de méme 
que les deux séries À et R'. Si par exemple on a F —Vz, et qu'on parte d'un élé- 
ment quelconque de cette fonction, l'élément sur lequel on retombera aprés avoir 
tourné deux fois autour du point z — 0o sera généralement regardé comme identique 
à l'élément initial. Mais nous pourrons également convenir de le regarder comme 
différent. 

On définira ainsi un autre domaine D', nous pourrons appeler D le domaine 
principal de la fonction F; les divers domaines D' seront les domaines secondaires 
de cette méme fonction. Alors à chaque point d'un domaine secondaire D! cor- 
respondra un point et un seul du domaine principal D, mais à un point de D 
pourront correspondre plusieurs points de D' et en effet pour que deux points 
de D' soient identiques il faut, mais il ne suffit pas que les deux points correspon- 
dants de D soient identiques. 
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Pour définir un domaine secondaire D', nous devons, d'après ce qui précéde, 
énoncer les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux de ses points W 
et M! doivent être regardés comme identiques. Le choix de ces conditions reste 
arbitraire dans une très large mesure, il est cependant soumis aux restrictions 
suivantes. Soient deux points M et M', ayant mêmes coordonnées et appar- 
tenant respectivement a deux éléments de fonctions; soient C et C' les deux 
cercles, À et R' les deux séries correspondant à ces deux éléments. Il s'agit de 
savoir à quelles conditions les deux points M et M' seront identiques. 

1°. La condition que R—R' dans le voisinage des points M et M' n'est 
plus suffisante, mais reste nécessaire. 

2°. Si les points M et M' ont mêmes coordonnées il y aura une infinite 
de couples de points N et N' appartenant respectivement à C et à C' et qui 

‘auront mêmes coordonnées. Si M et M! sont identiques, il devra en être de 
méme pour tous les couples de points tels que N et N. 

3°. Deux points identiques à un méme troisième sont identiques entre eux. 

4°. Si nous considérons deux éléments quelconques de la fonction P, et que 
les cercles correspondants soient C et C'; il faudra que l'on puisse passer de l'un 
à autre par une chaine d'un nombre fini d'éléments, dont les cercles soient 
respectivement C, C,, C,,..., Cn, C'; et de telle facon que si l'on considère 
deux cercles consécutifs de cette chaine, il y ait un point intérieur à l'un qui soit 
identique à un point interieur à l'autre. 

On voit aussi la possibilité de définir un domaine, indépendamment de toute 
fonction F. Il suffit de se représenter un ensemble dénombrable de cercles 
C,, C,,... en convenant que deux points appartenant à deux de ces cercles 
peuvent ne pas étre identiques bien qu'ayant mémes coordonnées, ou méme que 
deux de ces cercles peuvent coineider sans être regardés comme identiques. Il faut 
alors pour achever de définir le domaine, énoncer les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que deux points M et M' soient identiques; ces conditions 
devront rester soumises aux restrictions énoncées plus haut; la 1'* ici n'a plus 
de sens, mais les 3 autres doivent subsister. 

Les cercles C,, C,, ..., sont les éléments du domaine, et deux de ces éléments 
sont dits contigus quand les deux cercles ont une partie commune et que dans 
cette partie commune, les points correspondants sont identiques. Si alors D est 
le domaine principal ou un domaine secondaire d'une fonction P, et si deux 
éléments de D sont contigus, il en est de méme des deux éléments correspondants 

. de F; mais la réciproque, vraie pour le domaine principal, n'est pas vraie pour 
un domaine secondaire. 
Observons maintenant qu'étant donnée une fonction analytique, on peut 
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construire pour cette fonction plusieurs domaines principaux. Il y a en effet 
une infinité de maniéres de décomposer cette fonction en un ensemble dénom- 
brable d’éléments de fonctions. Soit par exemple la fonction Vz, nous pouvons 
prendre une infinité d’elements, dont les cercles de convergence iront tous passer 
par l’origine; mais les centres de ces cercles, qui doivent former un ensemble 
dénombrable pourront être choisis arbitrairement dans une certaine mesure. ll 
suffit de s'arranger de facon que tout point du plan soit intérieur au moins à 
l'un de ces cercles. 

Comme nous pouvons choisir d'une infinité de maniéres ces cercles de conver- 
gence, il y a, si nous conservons la définition qui précéde, une infinité de domaines 
qui peuvent étre regardés comme le domaine principal d'une méme fonetion 
analytique. Tous ces domaines devront cependant étre regardés comme équivalents. 
Cette notion de l'équivalence de deux domaines peut aussi se définir sans faire 
intervenir la fonction F. Deux domaines seront équivalents quand on pourra 
établir entre les points de l'un et ceux de l'autre une correspondance biunivoque, 
de telle facon qu'à tout point de l'un corresponde un point de l'autre et un 
seul, à deux points identiques de l'un deux points identiques de l'autre, à deux 
points non identiques de l'un, deux points non identiques de l'autre; et à deux 
points infiniment voisins de l'un, deux points infiniment voisins de l'autre. 

Un domaine D est contenu dans un domaine D, quand à tout point de D 
correspond un point de D, et un seul: quand à un point de D, ne peut cor- 
respondre qu'ou bien un seul point de D, ou bien aucun point de D: quand enfin 
deux points de l’un sont identiques, non identiques ou infiniment voisins si les 
deux points correspondants de l'autre sont identiques, non identiques ou infini- 
ment voisins. 

Un domaine D sera multiple d'un domaine D,, quand à tout point de D 
correspondra un point de D, et un seul, tandis qu'à tout point de D, correspon- 
dent plusieurs points de D ou méme une infinité; de sorte que à deux points 
identiques de D correspondent deux points identiques de D,, tandisque la réci- 
proque peut ne pas étre vraie; de sorte enfin qu'à deux points infiniment voi- 
sins de D correspondent deux points infiniment voisins de D,. Complétons toutes 
ces définitions (domaines équivalents, contenus ou multiples) en disant que deux 
points correspondants doivent avoir mêmes coordonnées. Il est clair alors que si D 
est le domaine principal et D' un domaine secondaire d'une fonction analytique 
F, D' est multiple de D. 

Quelques remarques encore. Nous avons donné plus haut la définition d'une 
fonction analytique F et de son domaine principal D; mais si l'on s'en tient à 
cette définition, il est permis de supposer que la fonction pourrait encore étre 
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prolongée analytiquement au delà de son domaine D, et que la frontière de ce 
domaine n'est pas une limite naturelle, mais une limite artificielle. C'est ainsi 
qu'un élément unique de fonction, une seule série avec son cerele de convergence 
satisferait à notre définition. Dans ce cas nous dirons que la fonction F est 
incomplète. Elle sera au contraire complète, si elle ne peut pas être prolongée, 
analytiquement en dehors de son domaine. Si on a une fonction incompléte, la 
fonction obtenue en la prolongeant analytiquement de toutes les maniéres pos- 
sibles sera la fonction complétée. Il résulte de là que le domaine d'une fonction 
incompléte est contenu dans le domaine de sa fonction complétée. 

Nous pouvons étendre la notion d'élément; et par exemple admettre des 
éléments infimis de fonction formés par la partie du plan extérieure à un cercle C, 
de centre a, et par une série procédant suivant les puissances négatives de y — a 
et convergeant à l'extérieur du cercle C. 

Ce n'est pas tout. Nous regardons en général la circonférence d'un de nos ' 
cercles comme ne faisant pas partie de l'élément correspondant. Si alors la fonc- 
tions F possède des pôles, d’après la définition précédente, ces pôles ne feraient 
pas partie de son domaine, puisqu'ils ne seraient à l'intérieur d'aucun de nos 
cercles de convergence mais seulement sur la circonference, Mais nous pouvons 
envisager outre les éléments de fonction considérés jusqu'ici et que nous appellerons 
éléments holomorphes, et qui sont formés d'une série de puissances et de son cercle 
de convergence, nous pouvons, dis-je, envisager ce que nous apellerons des éléments 
polaires et qui seront formés d'un cercle de convergence et du quotient de deux 
séries de puissances. Si nous introduisons ces éléments, nous pouvons étendre 
le domaine D de la fonction F de facon que les pôles en fassent partie. 

Nous pouvons méme envisager une 3* sorte d'éléments, les éléments algébriques 
formés d'un cercle de convergence et d'une série de puissances fractionnaires, cela 
pourrait, nous permettre d'étendre le domaine d'une fonction de facon que ses 
points de ramification algébriques en fissent partie. Ce seraient seulement des 
points sznguliers de ce domaine, et les éléments correspondants seraient singuliers 
méme au point de vue géométrique (c'est à dire en faisant abstraction de la 
fonction F qui leur a donné naissance) car un pareil élément ne serait pas un 
cercle simple, mais un cercle multiple, n?!® si n est le dénominateur des exposants 
fractionnaires de notre série; de telle facon qu'il y aurait à l'intérieur de ce 
cercle, n points, qui auraient mêmes coordonnées et qui devraient néanmoins 
être regardés comme distincts; et qui s'échangeraient entre eux quand on tour- 
.nerait autour du centre du cercle. Nous pourrons nous placer tantót à lun, 
tantót à l'autre de ces différents points de vue. 

Nous pouvons envisager maintenant le domaine d'un ensemble de fonctions 
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analytiques. Soient F,, F,,..., F,, un pareil ensemble. Un élément se composera 
d'un cercle de convergence C, et de p séries de puissances R,, R,, ..., Rp, conver- 
gentes à l'intérieur de ce cercle, et représentant respectivement une des détermina- 
tions des p fonctions F,, F,,..., F,. Deux éléments C, R,, R,,..., Rp et C', R^, 
..., R, sont contigus quand C et C' ont une partie commune et quand on a 
dans cette partie commune R=R,, R,— R',, ..., Ry — R',. Rien à changer 
d'ailleurs à la définition du domaine principal. 

Quelle relation y a-t-il entre le domaine principal D de l'ensemble et les 
domaines principaux D,, D,,..., D, des p fonctions considérées individuellement ? 
Considérons un élément de D, et un point de cet élément, il pourra se faire 
qu'en ce point une des fonctions F,, F,,..., F, n'existe pas; dans ce cas ce 
point n'appartiendra pas à D: il pourra se faire aussi que l'une de ces p— 1t 
fonctions admette plusieurs valeurs, n par exemple; alors à ce point de D, cor- 
respondront n points de D qui devront être regardés comme distincts. Au con- 
traire à tout point de D correspondra toujours un point de D, et un seul, Nous 
pouvons alors construire un domaine intermédiaire, D',, déduit de D, en sup- 
primant tous les points de ce domaine auxquels ne correspondent aucun point 
de D; de sorte que D', est contenu dans D, et que D est multiple de D',. 

Deux points d'un domaine queleonque seront infiniment voisins s'ils ont des 
coordonnées infiniment peu différentes, et s'ils appartiennent à un méme élément 
de ce domaine. Cela suffit pour qu'on comprenne ce qu'on doit entendre par une 
ligne continue tracée dans un domaine, par une ligne fermée, par une aire continue 
dont tous les points font partie d'un domaine, et par la frontiére de cette aire. 
Le domaine sera alors simplement connexe si toute courbe fermée tracée sur ce 
domaine est la frontiére compléte d'une aire continue dont tous les points font 
partie du domaine. 


§ 3. Formation de la fonction de Green. 


Considérons un domaine D quelconque; soit C, un cercle représentant l'un 
des éléments de ce domaine, soit O un point intérieur à C,; nous allons définir 
d'abord la fonction initiale ,. 

1?, A l’intérieur de l'élément C,. 

Soit O' un point extérieur au cercle C,, de telle facon que la droite OO' 
passe par le centre de ce cercle, et que le produit des distances de ee centre 
aux deux points O et O' soit égal au carré du rayon du cercle. Alors si P est 


: i ; ; PO , N 
un point quelconque de la circonférence de C,. le rapport po 8 égal à une 
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constante A. C’est ce que nous exprimerons en disant que les points O et O' 
sont inverses l'un de l'autre par rapport au cercle Cy. 

Si alors M est un point du domaine, intérieur à C,, nous prendons pour la 
valeur de la fonction w, au point M: 

AO: TK 
u, — log Mo 

On voit que «, devient logarithmiquement infini au point O, est toujours, 
positif à l’intérieur de C, et nul sur la circonférence ce de cercle; w, peut être 
regardé comme le potentiel logarithmique dû à une masse + 1 placée au point 
O et à des masses negatives réparties sur la circonférence de C,. 

2°. Dans les éléments contigus à C,. 

Si C, est un élément contigu à C,, on aura dans la partie commune à €, et 


à C, 
: loo MO. K 
SEO 
et en dehors de cette partie commune 
U, = O 


0 


3°. Dans les éléments non-contigus à C,, ou aura partout w, — 0. 

On voit d’après cela que la fonction w, est partout positive ou nulle, qu'elle 
est continue, mais que ses dérivées ne le sont pas. 

Nous allons maintenant définir une suite indéfinie de fonctions: 
(1) Aio NU RS Unser 

Ces fonctions, comme nous allons le voir, seront toutes positives ou nulles : 
elles seront finies, sauf au point O, où elles deviendront logarithmiquement infinies 
de telle facon que la différence x, — u, reste finie. De plus elles seront continues 
mais leurs dérivées ne le seront pas. Et ceci nous amène à définir ce que nous 
appelons les masses génératrices. Ces masses sont réparties le long des lignes de 
discontinuité de ces dérivées. Soit dans un élément du domaine L une de ces 
lignes de discontinuité; la fonction w, d’après ce qui précède est continue, mais il 


2 T at: it oboe du 
n'en est pas de méme de ses dérivées, et en particulier la «dérivée normale» RES 


relative à la ligne Z subit un saut brusque, quand on franchit cette ligne. C'est 
ce saut brusque divisé par 2z qui représente la densité de la masse génératrice 
le long de la ligne L. Les masses ainsi réparties le long des lignes de discontinuité 
sont comme nous le verrons toutes négatives, et il faut y adjoindre une masse 


positive égale à + I et située au point ©. 
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Nous allons voir comment nous passons de l’une des fonctions de la série 
(1) à la suivante; comme nous connaissons %,, toutes les autres fonctions de la 
série (1) se trouveront ainsi définies. Le passage de la fonction u, à la fonction 
Unsi se fera par la méthode du balayage, que jai exposée dans l'American Journal 
of Mathematics tome 12. 

Considérons la fonction w,, soit Cx l'élément du domaine D que nous nous 
proposons de balayer. Envisageons les masses génératrices négatives relatives a 
la fonction u, et situées à l'intérieur de Cx; elles sont réparties le long de cer- 
taines lignes de discontinuité Z. Soit ds un élément de l'une de ces lignes, et 
— v.ds la masse génératrice négative située sur cet élément. Alors nous aurons 
pour la valeur de la fonction w,41— u, au point AM: 

1°. A l’intérieur de Cr: 

Uns Un = | yv. ds log a bU 

Q est le centre de gravité de l'élément ds, Q' est inverse de Q par rapport 

au cercle Cx, le point P est un point quelconque de la circonférence de Cx; 


EE - PQ A : 
quel que soit d'ailleurs ce point, le rapport PQ! conservera la méme valeur, puis- 


que Q et Q' sont inverses par rapport à Cx. l'intégrale doit être étendue à 
tous les éléments de toutes les lignes ds de discontinuité Z intérieures à Cr. 
2°, Dans un élément C; contigu à C;. 
On aura encore: 
MQ'.PQ 
MQ. PQ 


Unit — Un = | u. ds log 


dans la partie commune à C; et à Cz, et 
Un+1 — Un = 0 
en dehors de cette partie commune. 


3°. Dans un élément non contigu à C; on aura partont Un+ı — Un — 0. 

Il résulte de là, que la fonction u,471— u„ est partout positive ou nulle: 
qu'elle est continue; que c'est un potentiel logarithmique, engendré par des masses 
génératrices positives ds placées sur les divers éléments ds des lignes de dis- 
continuité L intérieures à C;, et par des masses négatives réparties sur la cir- 
conference de C;. La densité de cette matière génératrice négative en un point 
P de cette circonférence est. 


aw 


cos’ cose 


wd 
lax (Pe PQ 
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z et 7' étant les angles que fait le rayon mené de P au centre de C; avec les 
droites PQ et PQ'. On voit que cette densité est toujours finie quelle que soit 
la position du point P sur la circonférence C;. 

Nous voyons alors que pour la fonction w,,;, les masses négatives qui se 
trouvaient sur les lignes L intérieures à C; ont disparu; car les masses négatives 
qui engendraient w, sont égales et contraires aux masses positives qui engendrent 
Unsi — Un. Les masses négatives qui se trouvaient à l'intérieur de C; en ont été 
balayées. Si le point O est intérieur à C;, il s'y trouvait une masse positive + 1, 
qui était l'une des masses génératrices de w,. Le balayage ne porte pas sur cette 
masse positive qui subsiste et demeure lune des masses génératrices de ,,;. 
Ainsi aucune des masses génératrices de 5,,; n'est à l'intérieur de C;, sauf la 
masse positive + I qui pourrait se trouver au point O. Donc en aucun point de 


‘Cy, (sauf au point O, si ce point est intérieur à C4) il n'y a de masse génératice 


de u,11. Done en tout point de C; sauf en O, la fonction w,,; est une fonction- 
harmonique, finie et continue ainsi que ses dérivées et satisfaisant à l'équation 
de LAPLACE Au,:1 — 0. 

On voit de plus que les lignes de discontinuité L ne sont autre chose que les 
circonférences des différents cercles qui représentent les éléments du domaine. 

J'ai expliqué dans le mémoire cité, (American Journal, page 225) comment 
on peut choisir l'ordre des balayages de facon que chaque élément du domaine 
soit balayé une infinité de fois. 

Nous avons done une série de fonctions 


Dane es Une 
toujours positives et toujours croissantes; c'est à dire que nous avons une série 


> 


(1) d 2 (Un+1 — Un) 


dont tous les termes sont positifs ou nuls. Deux hypothèses sont possibles; la 
série converge ou elle diverge. Voici ce que nous apprend à ce sujet le théorème 
de Harnack. 

D’après ce théorème, si on a une série 

ft hte tt 

et qu’à l'intérieur d'un certain cercle, le terme général f, soit une fonction har- 
monique et positive; si la série converge en un point intérieur au cercle, elle 
convergera en tout autre point intérieur au cercle; de plus la convergence sera 
uniforme et la série obtenue en la différentiant une ou plusieurs fois terme à 
terme sera aussi uniformément convergente. 

Cela posé, considérons un élément C,. Cet élément est balayé une infinite 


de fois. Soient 
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Ur tb 


e u 


DE een 


les fonctions obtenues immédiatement après ces différents balayages. Si le point 
O west pas intérieur a C;, toutes ces fonctions sont harmoniques à l'intérieur 
de C,; en tout cas, que O soit ou ne soit pas intérieur à C4, les differences de 
ces fonctions seront harmoniques à l’intérieur de C;,. Donc la série 


A 
(2) D ona Un) 


a tous ses termes harmoniques et positifs et nous pouvons lui appliquer le 
théorème de Harnack, si donc elle converge en un point de C;, elle convergera 


dans ce cercle tout entier, Si la série (2) converge, u,. tend vers une limite finie 


an 
quand n croit indéfiniment, ce qui montre que w, ne croît pas indéfiniment 
avec n, c'est à dire que la série (1) converge. La condition nécessaire et suf- 
fisante pour que (2) converge, c'est que (1) converge. Si done (1) converge en 
un point de C;, elle convergera dans tout C;, et on en déduit aisément que si 
elle converge en un point du domaine D, elle convergera dans ce domaine tout 
entier. 

De plus d’après le théorème de HARNACK, si la convergence a lieu, elle 
sera uniforme, et on pourra différentier la série terme à terme, une ou plusieurs 
fois. la convergence restant uniforme; de sorte que la somme de la série sera une 
fonction harmonique. 

Nous sommes donc en présence de deux hypothéses seulement. 

1". Ou bien w, croit indéfiniment avec » et cela pour tous les points du 
domaine D. 

2°. Qu bien, pour tous les points de D, u, tend vers une limite w. et cette 
limite que nous appellerons fonction de Green est une fonction harmonique, sauf 
au point O; et dans le voisinage de O, la différence «w—w, est harmonique. 
Cette fonction de GREEN est partout positive ou nulle. 

Voyons quelle est l'influence de l'ordre des balayages. Je dis que la fonc- 
tion u ne dépend pas de l'ordre des balayages, pourvu que chaque élément soit 
balayé une infinité de fois. Soit 


deux suites de fonctions obtenues par balayages successifs et ayant respectivement 
pour limites x et w', Observons que la fonction initiale est la méme pour les 
deux suites; 
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On a done wu, puisque w'»w,; je dis que si wW » w,, on aura également 
Ww »14u,4;. Si on passe de w, à w;,; en balayant l'élément C};, on a en dehors de 
C, Un = u,41 et par conséquent «> unrı. A l’intérieur de C,, on voit que «! 
est une fonction harmonique, et il en est de méme de w,,, puisque C; vient 
d’être balayé. ll en sera done de w'— $4,,;, méme si O est à l'intérieur de C4. 
Or sur la circonference de C, on a w,4; — Un, et par conséquent «> u,1. On 
aura done encore à l'interieur de €, 


[ 
U > Un+1- 


On en conclut par récurrence que 


u Ur 
et à la limite 
4 [A 
uu 
On trouverait de méme 
"o T 
ww, xcu 
Donc 
uu. 


Si dans la formation de la suite des w;, tous les éléments n'étaient pas 
balavés une infinité de fois, ce raisonnement ne serait plus applicable, parce que 
la fonction w ne serait pas partout harmonique, des masses génératrices pouvant 
rester dans des éléments qui auraient fini par ne pas être balayés. Mais la 
fonction w resterait harmonique et on aurait toujours 


1,2». nca. 
n r 


Peut-on appliquer les mémes procedes, quand le domaine comprend ce que 
nous avons appelé un élément algébrique (c'est a dire un cercle multiple, vide 
supra § 2 in fine). Oui, mais il faut expliquer comment on peut balayer un pareil 
élément. Soit C; le cercle en question, A son centre, et supposons que ce cercle 
soit ne, c'est à dire que chaque point intérieur à C; représente n points du domaine 
regardés comme distincts et qui s’echangent entre eux quand on tourne autour 
de A. Nous construirons un autre cercle C' ayant pour centre un point quel- 


conque B; de telle facon qu'à tout point M du cercle C; de coordonnées polaires 


7 0) 


: , . / € 
o et o, corresponde un point M' du cercle €" de coordonnées polaires, J/ p et - - 
. n 
La fonction u, avant le balayage est une fonction harmonique des coordonnées 
de M, sauf le long de certaines lignes de discontinuité L oü il y aura des masses 


génératrices négatives. Ce sera done aussi une fonction harmonique des coor- 
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données de M' sauf le long det lignes L' formées par les points correspondants 
de ceux de L. Le long de ces lignes L, il y a aussi des masses génératrices néga- 
tives, et en effet la fonction u, considérée comme fonction des coordonnées du 
point M', est continue le long de ces lignes, mais ses dérivées premières ne le sont 
pas. Nous pourrons balayer par le procédé ordinaire, celles de ces masses néga- 
tives qui sont a l’intérieur de C’, (puisque C' est un cercle simple, et non plus 
un cercle multiple comme C;); on définira ainsi la fonction w,41. On voit que, 
en dehors de C, ou aura w,—",,;; de méme sur la circonférence de C' et par 
conséquent sur celle de C;. A l’intérieur de C;, on aura w,# > Up et Upy1 sera 
harmonique. Ainsi nous pouvons faire la représentation conforme du cercle 
multiple C; sur le cercle simple C', et appliquer la méthode du balayage au 
cercle C'. De méme si nous avions des éléments infinis, nous ferions la repré- 
sentation conforme de la partie du plan extérieure au cercle C;, sur l'intérieur 
d'un cercle €’ et nous appliquerions la méthode du balayage à ce cercle C^ 

Comparons maintenant les fonctions de GREEN u et w' relatives à deux 


domaines D et D': 1" quand D est contenu dans D'. Soient alors 
Al's ies ene Ula aie 


, , , 


nadie oce Bees)? 


0? 


u 


nos deux suites de fonctions, formees par balayages successifs et relatives la 
i** à D, la 24 à D'. Nous pourrons supposer: 


et en effet comme D est contenu dans D', nous pourrons supposer que le cercle 
C, qui est un élément de D, est aussi un élément de D'. Nous aurons alors à 
l'intérieur de C, 
Ju em m 
et en dehors de C, 

qj. =i mm 0), 


0 o 

Si la 1** suite est convergente, nous appellerons u sa limite et de même si 
la 2% suite converge, sa limite s'appellera w' La fonction w' est harmonique 
dans D' et par conséquent dans D, (sauf au point O où c'est « — u, qui est 
harmonique); elle est d'ailleurs positive; on démontrerait comme plus haut que 
lon a w>u,, que l'on a w »,4,1 si w »,, que par conséquent quel que soit 
n on a u'>u, et à la limite: 


UU. 


D'où cette conséquence, si la suite des w, converge pour le domaine D', la 
suite des u, relative à un domaine D contenu dans D' convergera a fortiori. 


Sur l'uniformisation des fonctions analytiques. IE 


2°. Quand le domaine D est multiple de D". 

Cette fois à tout point de D' correspondent plusieurs points de D; si nous 
reprenons nos deux séries, il faut supposer qu'aux différents points de D qui 
correspondent à un méme point de D', la fonction i, reprend Ja méme valeur, 
mais que la fonction », ne reprend pas en général la méme valeur. Soit C 
celui des éléments de D qui contient le point O; il y aura alors d'autres points 


0,,0 ,,.... Oy, ... qui correspondront au méme point de D' que le point 0; et 
on pourra les regarder comme appartenant à autant de cercles Ci, C?,..., Ov, ... 


qui seront des éléments distincts de D, mais qui correspondront à un méme 
élément de JD'. Alors la fonction w, deviendra logarithmiquement infinie, non 
seulement en O, mais en O,,0,,..., tandis que la fonction »w, ne deviendra in- 
finie qu'en O. 

Alors nous aurons dans le cercle C, 


et en dehors de ces cercles 


=, 9e 
Si donc la suite des w; converge on aura: 
uo ui > Uy 
et en raisonnant comme plus haut on trouvera: 
Ji 3 Wo 


Une observation toutefois; nous nous sommes appuyés plus haut sur ce que 
la différence w'— w,,; est harmonique à l'intérieur du cercle C; que l'on vient de 
balayer: sachant de plus que cette différence est positive sur la circonférence de 
ce cercle, nous en avons conclu qu'elle reste positive à l'interieur de ce cercle. 
Ici il peut se faire que w' — u,;ı devienne infinie, puisque «! devient infinie aux 

. points O, différents de O, tandis que 2,44 reste finie, mais alors cette différence 
tend vers + et non pas vers —~x de sorte que la conclusion subsiste. 

On aura done à la limite s 


U>U. 


Si donc la serie converge pour un domaine D' elle convergera a fortiori pour un 
domaine D multiple de D". 

3° quand enfin à tout point de D correspond un point de D' et un seul, 
tandis qu'à un point de D' peuvent correspondre soit zéro, soit un, soit plusieurs 
points de D. 
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Dans ce cas il existe un domaine intermédiaire D" tel que D soit multiple 
de D" et D" contenu dans D)". 

Si alors la serie converge pour D!, elle convergera pour D", et par con- 
séquent pour D. 

On voit que la démonstration du mémoire cité (Bull. Soc. Math.) a été 
simplifiée par l’application de la méthode du balayage et surtout par celle du 
théoréme de HARNACK, qui permet de supprimer toutes les discussions relatives 


à l'uniformité de la convergence. 


. $ 4. Introduction de la fonction auxiliaire majorante. 


Considérons un systéme de fonctions 


(1) Yrs Yrs + Yp 

et soit D le domaine principal de ce systéme; soit D, le domaine principal de 
l'une des fonctions y,; d’après ce que nous avons vu plus haut, à chaque point 
de D correspond toujours un point de D, et un seul; mais a un point de D, 
peuvent correspondre zéro, un ou plusieurs points de D. Il existe done un 
domaine intermediaire D',, contenu dans D, et dont D est multiple, et il en 
résulte comme nous venons de le voir, que si la série converge pour D,, elle 
convergera également pour D, et la fonction de GREEN existera pour D. 

Soit maintenant D' un domaine secondaire de notre système de fonctions, 
il sera multiple de D de sorte que la fonction de GREEN existera également 
pour D". 

Cela posé il y a des fonctions y, pour le domaine principal desquelles la 
fonction de GREEN existe certainement. Considérons en effet une fonction fuch- 
sienne quelconque 

x = f(z) 
n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental, de centre O et de rayon 1. 
Résolvons l'équation x — f(z) par rapport à z et soit 


g-— (x) 


(x) sera une fonction multiforme dont on peut former le domaine principal D, 


Considérons sur ce domaine D, la fonction 


t — log " 


ce sera la fonction de GREEN cherchée; elle est en effet toujours positive, et 
toujours harmonique, sauf en un seul point du domaine D,, celui pour lequel on 
a z —O, et en ce point elle devient logarithmiquement infinie. 
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Nos fonctions w, du § précédent sont toujours plus petites que /, et cela 
est vrai des fonctions w, relatives soit au domaine D, lui-méme, soit à tout 
domaine contenu dans D,, on multiples d'un domaine contenu dans D,. Si done 
notre systéme (1) comprend la fonction 


y, — 8 e) 


la suite des w, converge et la fonction de GREEN existe, soit pour le domaine 
principal D, soit pour un domaine secondaire D' quelconque de ce système (1). 
La fonction ¢ joue le méme role que celle que nous avons désignée par la mem 
lettre dans le mémoire cité (Bull. Soc. Math.) Elle permet de montrer par 
l'inégalité 

Um 


que la série converge sauf pour les points où ¢ est infini. Ces points sont les 
points de D qui correspondent au point z —o de D,; en general, il y en a 
plusieurs, l'un est le point O, les autres pourront s'appeler O,, O,, ... 

La fonction de GREEN, d’après sa définition, doit devenir infinie au point O, 
mais rester finie en O,, O, etc.; seulement le théorème de HARNACK nous apprend 
que si la série converge en un point du domaine D, elle convergera dans tous 
les autres points de ce méme domaine, sauf au point O. Or elle converge en 
tous les points où ¢ est fini; donc elle convergera également en O,, O,, 
Nous sommes ainsi dispensés de la considération des fonctions /; qui dans le 
mémoire cité, avaient été précisément introduites pour démontrer la convergence 
aux points tels que O,, O,, 

Supposons maintenant que dans notre systéme (1) ne figure pas de fonction 
de cette forme, c'est à dire qui soient l'inverse d'une fonction fuchsienne. Nous 
formerons alors un systéme (1 bis), obtenu en adjoignant au systéme (1) une 
p + 1* fonction 


Yp+i = 2 = t (x) 


qui soit l'inverse d'une fonction fuchsienne. 

Soit A le domaine principal du systéme (1 bis), et A’ un domaine secondaire 
de ce méme systéme. Alors A’ et A sont multiples d'un domaine 2 contenu dans 
le domaine principal D du systéme (1). - 

Nous sommes certains alors que la fonction de GREEN existe pour A et A 
puisque le systéme (1 bis) contient une fonction inverse d'une fonction fuch- 
sienne; nous verrons que l'existence de cette fonction de GREEN. permet d’uni- 
formiser les fonctions 

Yıs Mos S Mp: pa 
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c'est à dire d'exprimer ces p+ I quantités en fonctions uniformes d'une méme 
variable auxiliaire €; mais une difficulté peut se présenter; le champ dans lequel 
cette uniformisation sera réalisée, comprendra tous les points pour lesquels les p 4- 1 
fonctions existent, c’est à dire tous les points qui ont un correspondant dans A, 
c'est à dire tous les points de 2. Elle ne le sera pas pour tous les points pour 
lesquelles les p premiéres fonctions données existent (abstraction faite de la p + 1* 
fonction arbitrairement adjointe) c'est à dire pour tous les points de D, si 2 est 
plus petit que D. La solution pourrait done paraitre imparfaite et c'est ce qui 
me conduit à la discussion suivante. 

On peut faire plusieurs hypothéses au sujet de la fonction fuchsienne dont 
l'inverse est Yp41. 

1. Nous pouvons supposer que le polygone générateur de cette fonction 
fuchsienne a des sommets sur le cercle fondamental, c'est à dire qu'il est de la 2* 
ou de la 6° familles. C'est ce qui arrive par exemple si l'on choisit pour cette 
onction fuchsienne la fonction modulaire comme je l'ai fait dans le mémoire cité. 
On sait que cette fonction ne peut prendre aucune des valeurs 0, 1, o» de sorte 
que la fonction inverse 


Yp+i = 9(2) 


n'existe pas pour «=O, r— I, r— o; si done il y a dans le domaine D des 








points pour lesquels « prend l'une de ces 3 valeurs, ces points doivent étre 
exclus du domaine 2; ce sont des Ausnahmsstellen. 

2°. Nous pouvons supposer que le polygone générateur est tout entier à 
l'intérieur du cercle fondamental, c'est à dire que la fonction fuchsienne est de 
la rete famille. Dans ce cas, cette fonction peut prendre toutes les valeurs 
possibles; la fonction inverse 

Yp+1 — (x) 

existe pour toutes les valeurs de x. Il arrivera toutefois que cette fonction 
présentera des points de ramification algébrique. Si nous nous placions au point 
de vue que nous avions d'abord adopté, c’est à dire si nous ne voulions composer 
nos domaines que d'éléments holomorphes ou polaires, ces points de ramification 
seraient en dehors du domaine principal de cette fonction y,#1; il en sera plus 
de méme si au contraire nous admettons les éléments algébriques; à tout point 
de D correspondra un point du domaine de y,+ı et par conséquent un point de A. 
Les domaines 2 et D seront identiques; A et A’ seront multiples de D et il n'y 
aura plus d'Ausnahmsstellen. 

Mais il y a quelque chose de plus; soient A et D deux domaines quelconques 
et supposons que A soit multiple de D. Nous dirons que A est régulièrement 
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multiple de D, sil satisfait à la condition suivante. Soit M un point de D; 
soient 

MEN Mee 
les points correspondants de A. Soit M' un autre point de D infiniment voisin 
de M; nous supposerons que parmi les points de A qui correspondent à M', il 
y en ait un qui soit infiniment voisin de M,, un qui soit infiniment voisin 
de M,, 

Si cette condition est remplie, c'est à dire si A est régulièrement multiple 
de D, il est clair que, si à un certain point M de D correspondent un nombre 
fini n de points de A, alors à tout autre point de D correspondront le méme 
nombre fini » de points de X. 

Revenons maintenant aux domaines principaux A et D des systémes (1 bis) 
et (1). Je dis que A est régulièrement multiple de D (si l'on admet des éléments 
algébriques, et si la fonction fuchsienne auxiliaire est de la 1*'* famille.) Soit 
en effet M un point du domaine D, et x la valeur correspondante de cette 
variable. Pour cette valeur x, la fonction yj,; existe et peut prendre une in- 
finité de valeurs 


OU WOLLE LIO 


qui se déduisent de l'une d'entre elles. 4, par exemple, en appliquant à cette 
quantité o, les diverses substitutions linéaires du groupe fuchsien qui engendre 
la fonction fuchsienne auxiliaire. 

Au point M de D, correspondront une infinité de points de A, qui j'appellerai 


CP) EURE) Gavan CUM PE o esee 


et qui correspondront aux différentes valeurs de la fonction yp+1. 
Soit maintenant M' un autre point de D, infiniment voisin de M; soit 
x +e la valeur correspondante de x, et 


[el [e le 
Pis Pas ++ +5 Pg> 


les déterminations correspondantes de yp4i1. Au point M' de D correspondront 
. une infinité de points de A qui sont: 


(M', Bi); (M', B5); CCS OE) (M', Bg), 


Ce qu'il s'agit de démontrer, c'est que parmi ces points il y en a un qui diffère 
infiniment peu de (M, «,), et comme M' diffère trés peu de M par hypothèse, 
il suffit d'établir que parmi les déterminations de ¢(v 4s), il y en a une, $, par 
exemple, qui diffère infiniment peu de la détermination 4, de c(x). Or cela 
paraitra évident pour peu qu'on réfléchisse aux propriétés des fonctions fuchsiennes 
de la 1*** famille. 
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Soit maintenant D un domaine quelconque: je dis que nous pourrons trouver 
un domaine A, régulièrement multiple de D et simplement connexe. Soit en effet 
C, l'élément initial de D, C un élément quelconque, M un point intérieur à C, 
M, un point intérieur à C,. On peut aller sur le domaine D de M, en M par 
plusieurs chemins; envisageons deux de ces chemins; ils pourront étre équivalents, 
c'est à dire qu'ils pourront limiter une aire continue située sur D; mais ils pour- 
ront aussi ne pas l'étre, à moins que D ne soit simplement connexe. 

Cela posé, définissons le domaine A; un point de ce domaine sera caractérisé 
par le point M de D qui lui correspond, et par le chemin par lequel on est venu 
de M, en M; pour que deux points de A ainsi caractérisés soient identiques, il 
faudra et il suffira qu'ils correspondent à un méme point M de D et qu'on soit 
venu de M, en M par deux chemins équivalents. Il est clair que A est simple- 
ment connexe, je dis qu'il est régulièrement multiple de D. Soit en effet M un 
point de D, appartenant à un élément C, M,N M. M,N'M, deux chemins allant 
de M, à M et que je supposerai équivalents. Ainsi se trouvera défini un point 
de A que j’appellerai (.M, M,N M). Ce qu'il s'agit de démontrer, c'est que si M' 
est un point de D, trés voisin de M, il y aura sur A un point trés voisin de 
(M, M,N M) et qui correspondra à M'. Et en effet, M' étant trés voisin de M, 
pourra être joint à M par un arc J/ M' très petit; en l’adjoignant au chemin 
M,N.M, on obtiendra un chemin M,N M M' qui en diffèrera trés peu; et alors 
le point (M', M,N M M) est un point de A qui correspond à M! et qui est trés 
voisin de (M, M,NM), ... C. Q. F. D. Ce qui justifie ce résultat, c'est que 
si deux chemins M,N M et M,N'M sont équivalents, il en est de méme des deux 
chemins M,N M M' et M,N'MM'. 

En résumé, étant donné un système (1) quelconque de fonctions multiformes, et D 
le domaine principal de ce système, on peut toujours former un domaine régulièrement 
multiple de D, simplement connexe, et pour lequel la fonction de Green existe. 

Et en effet, formons une fonction Y,1-—#(x), inverse d'une fonction 
fuchsienne de la 1° famille; adjoignons-la au système (1) de façon à former le 
systéme (1 bis); le domaine principal A de ce systéme sera réguliérement multiple 
de D, à la condition que nous admettions des éléments algébriques. De plus A 
sera multiple d'un domaine contenu dans le domaine principal de y;4; et comme 
la fonetion de GREEN existe pour ce dernier domaine, elle existera a fortiori 
pour A. Nous avons vu en effet que la présence d'éléments algébriques n'empéche 
pas l'application de la méthode du balayage. 

Nous pouvons ensuite construire un domaine A’, régulièrement multiple 
de A et simplement connexe. Etant réguliérement multiple de A, il le sera de D. 
De plus la fonction de GREEN existant pour A, existera a fortiori pour A’, 
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85. Les fonctions e et 2. 
3 
Soit un domaine D quelconque, admettant une fonction de GREEN. 


- 
Nous allons maintenant comme dans le mémoire cité, définir les fonctions 





v et v,. Nous avons défini déjà les fonctions u et w,; si v =&+ in est la va- 
riable complexe envisagée, nous aurons: 


du du 
NUS SE ee 
des alii 
du du 
A u > : = JE Fo LU = 
AUTRE dn? 
Les équations 
dv du du dv 
RD CI n d EU aoe, 
d& dy dé dy, 
1) 
do din | din Up, 
dé dyn dé di, 





sont done compatibles et peuvent servir à définir v et v,. On achève de 
définir ces fonctions en leur imposant la condition de s’annuler en un point À 
différent de O; et alors nous aurons 


ER | ee pee di). e | ran dun qe 
ents . 


— 
bo 


d dé dt, 


On voit tout de suite que les suites "OU wm convergeant uniformément (en 
as 7 


du du 


= , la suite © 
dé dy as 


vertu du théorème de HARNACK) et ayant pour limites 


convergera uniformément et aura pour limite v; nous reviendrons plus loin sur 
ce résultat pour le préciser. Posons ensuite, toujours comme dans le mémoire cité: 


ou +iv) > — p=(Untivn) 


g gj 


‘il est clair que la suite z, a pour limite z. Le point essentiel, c'est que la 
fonction z est uniforme sur le domaine D quand ce domaine est simplement 
connexe. ; 

En effet revenons aux intégrales (2) qui définissent v, ces intégrales peuvent 
admettre deux sortes de périodes: 1° une période polaire, relative au point O qui 
est un infini pour les fonctions sous le signe f. Cette période est égale à 27. 
et 2°, si D n'est pas simplement connexe, des périodes cycliques relatives aux 


chemins d'intégration qui seraient fermés sans être équivalents à zéro. Si D est 
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simplement connexe, ces derniéres périodes n'existent pas, de sorte que v n'ad- 
met que la période 27; mais quand v augmente de 27, z ne change pas. 
Cette fonction est done uniforme. 
C. Q. F. D. 
Mais il y a lieu d'examiner de plus prés la formation de ces fonctions v, 
et z,. Soit d'abord C, l'élément initial, celui qui contient le point O. Nous 
aurons à l'extérieur de C,: z, — 1 et à l'intérieur de C, 


v—aq X—a! 
x—a' X—a 


expression dont je vais expliquer la signification: v est la variable indépendante, 
c'est laffixe du point M de coordonnées courantes & et 7; a est l'affixe du 
point O, a’ celle du point O' inverse de O par rapport au cercle C, de telle sorte 
que l'équation de la circonférence de C, soit: 


| DE 


7 | — const. 
T— a 


X sera l'affixe d'un point quelconque de cette circonférence, il en résulte 
que la fonction z, n’est pas entièrement définie, puisque nous pouvons choisir 
arbitrairement X sur cette circonférence; z, n'est définie qu'à un facteur constant 
prés de module un. 

Ayant ainsi défini z,, voyons comment les balayages successifs vont nous 
permettre de passer de z, à z,44,. Nous remarquerons que les fonctions z, peu- 
vent présenter des discontinuités le long des lignes Z, c'est à dire le long des 
circonférences des différents éléments; voyons quelle est la nature de ces dis- 
continuités. D'abord wu, est continu; il en résulte que quand on franchit une 
des lignes de discontinuité, le module de z, ne change pas. mais il n'en est pas 
de méme de son argument — v,. Les dérivées de w, sont au contraire discontinues. 
Soit ds un élément de l'arc d'une des lignes L, dv un élément normal à cette 
ligne; soient 


du dw du, du, 
ds dv ds dv 


les dérivées de w, prises le long de L, ou le long de la normale à L; l'exposant o 
correspondant à l’un des côtés de la ligne Z, l’exposant 1 à l’autre côté. De 
méme pour les dérivées de v,. On aura: 


du, du, dw, dun 


wr ms WS 
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en désignant par dm ce que nous avons appelé la masse génératrice située sur 


dm 


ds 
génératrice. D’autre part les équations (1) nous donnent: 


ds, et en posant m'— de facon que m! représente la densité de cette matière 


d'un … © din. dw, dv, 





ds dv dv ds 
et on en conclut: 


dv), dv, dv dvi b 
= , = 2mm’. 
dy dy ds ds ’ 


— 
w 


Cela posé, supposons que pour passer de 2, à 2,4; on veuille balayer un 
certain élément C;, et je supposerai d'abord qu'il s'agisse d'un élément holomorphe 
où polaire. A l'extérieur de C; nous aurons: 


Zn+1 = Zn 
et à l'intérieur de C;: 
2 : a—2)(A—a! 
n+l = | log! )( : ) 


OUT AUTE em UM 





(4) : log 


Dans cette expression, 2 est la variable indépendante; % est l'affixe d'un 
point d'une ligne de discontinuité Z situé à l'intérieur de C; # est l'affixe du 
point inverse de « par rapport à C;, de telle facon que la circonférence de C 
ait pour équation 





due 
| const. 
x — a 


A est laffixe d'un point quelconque de la circonférence de C;, choisi ar- 
bitrairement, mais une fois pour toutes; dm! est la masse génératrice située sur 
Pare infiniment petit ds de la ligne Z, are dont le centre de gravité est a. 
Enfin l'intégration doit étre étendue à toutes les lignes de discontinuité intérieures 
à (7. A cause des équations (3) nous pouvons encore écrire: 


» 


jog log (x= a) (A — len m 


! (4 bis) | Ba!) (rem 2% 


v; et v, étant les valeurs de la fonction v, de part et d'autre de la ligne de 
discontinuité et dans le voisinage du point « de cette ligne. 

Si C; est un élément infini, c'est à dire comprenant la partie du plan 
extérieure à la circonférence de C;, nous aurons en dehors de l'élément C: 
Jn4i— 2,, et dans l'élément C;, qui est tout entier à l'extérieur de la circon- 
ference de C;: 
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(4 ter) log #1 — | log - nn ang 


Si enfin C; est un élément algébrique et si C; est un cercle pre, ou aura à 
l'extérieur de Cy: 2,41 — 2» et à l'intérieur de C;: 





p,— p,— D n. 
: nal (Vx —V«) (VA Va) jus —»; 
(4 quater) log — 5) Neg == d| = "| 


27 


Ou voit qu'à cause des points A qui peuvent être arbitrairement choisis sur 
la cireonférence de l'élément C;, les fonctions z, successives ne sont définies qu'à 
un facteur constant près de module 1; et encore ce facteur n’est constant que 
si lon ne franchit pas une des lignes de discontinuité, mais il peut varier 
brusquement quand on franchit ces lignes. 

Supposons un chemin ne franchissant et ne touchant aucune de ces lignes 
de discontinuité, c’est à dire aucune des circonférences des différents éléments, et 


envisageons l’intégrale : 


prise le long d’un de ces chemins. Puisque le chemin n’a aucun point commun 
avec aucune des lignes de discontinuite, on peut construire une aire où il n'y 
aura aucune ligne de discontinuité et qui contiendra notre chemin. Dans cette 
aire toutes les fonctions w, sont harmoniques et on peut leur appliquer le 


théorème de HARNACK: donc la suite des = et celle des E 


formément, de sorte que /dv, tend vers fdv. 


convergent uni- 


Si nous supposons maintenant que notre chemin, tout entier contenu à 
l'intérieur d'un élément C;, coupe une ligne de discontinuité L; le méme raisonne- 
ment n'est plus immédiatement applicable. Et en effet les fonctions «, sont bien 
toutes positives, croissent avec n; de plus elles sont harmoniques dans l'aire 
envisagée, si l'on donne à certaines valeurs en nombre infini, à savoir celles 
qui correspondent aux balayages successifs de l'élément C;, parce qu'après chacun 
de ces balayages, il n'y a plus de masses génératrices dans C;. Done par le 
du, 
de 
pourvu qu'on ne donne à n que ces valeurs particulières. Mais comme wu, croit 


théorème de HARNACK le suite des u, et celle des 





convergent uniformément 


avec n, nous pouvons en conclure que la suite des w, convergera encore uni- 
formément pour toutes les valeurs entières de n; seulement la même conclusion 
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: : ^er ies dA 5 3 : 
ne s'impose pas en ce qui concerne les dérivées |.", qui ne vont pas nécessaire- 


dé 
en croissant avec x. Décomposons notre chemin en deux parties séparées l'une 
de l'autre par le point d'intersection P? du chemin et de la ligne Z. Il suffirait 
de démontrer le théorème pour ces deux parties. Soit PM lune de ces parties: 
si nous pouvions assigner aux dérivées de w, une limite supérieure À, même au 
point P, le théorème serait démontré. En effet, nous voulons démontrer que 
lon peut prendre » assez grand pour que 


| (dv — dv) < = 
"PM 
quel que soit =. 
Pour cela nous diviserons PM en deux parties PN + NM: si s est la lon- 
gueur de Parc PN, et À la limite supérieure dont nous venons de parler, nous 


aurons 


à 


| (dv — dv,) < sk 
"PM 


et nous pourrons prendre N assez prés de P pour que sk «., et le point N une 


fois choisi, comme NW ne va plus jusqu'à la ligne Z, nous pourrions prendre n 


assez grand pour que 


| (dv — dv,) < = 
NM - 

Nous sommes done conduits à chercher cette limite supérieure À et pour 
cela à étudier la facon dont les masses se distribuent sur les lignes L. Soit 
une masse m située á l'intérieur d'un cercle C,, en A; soit B un point de la 
circonférence C;, et A le rayon de cette circonférence, et O son centre. Ba- 
layons le cercle Cy, cette masse m va se répartir sur toute la circonférence C;; 
soit à la densité. de la matière ainsi répartie dans le voisinage de B. On voit 


a 


6 . B . . 
que .. est une fonction des trois distances OA, OB, AB, et que cette fonction 


ne devient infinie que pour 45 — 0. Si le point A décrit une ligne de discon- 
tinuité L intérieure à C;, et si B est un point fixe de la circonférence C; non 


^ 


situé sur L, nous pourrons done assigner une limite supérieure à = 

Supposons done que P soit un point d'une circonférence C;, mais ne soit 
pas à l'intersection de C; avec une autre ligne de discontinuité; je me propose 
de chercher une limite supérieure de la densité de la matière attirante en ce 
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point. Cette densité ne peut varier que dans deux cas: 1° quand on balaye C;. 
2° quand on balaye l'un des éléments dont fait partie B. Dans le 21 cas cette 
densité devient nulle. Dans le 1° cas une masse négative au plus égale à 1 en 
valeur absolue est répartie en différents points A de C;; on la balaye vers la 
circonférence de C;; les points A sont sur les lignes de discontinuité intérieures 
à C;, et comme le point B n'est pas sur une de ces lignes, nous pouvons assigner 
une limite supérieure à la distance AB, et par conséquent d’après ce qui precede 


> 


je] B . ^ SN . . 
au rapport —, de l'aecroissement © de densité au point B, par suite du ba- 
m 


layage d'une masse m située en A, à cette masse m. Nous avons ainsi une 


> 


limite superieure de x et comme Xm est au plus égale à 1, nous avons une 
limite H de E2, c'est à dire de l’aceroissement total de la densité en B par suite 
du balayage de C;. Si nous supposons qu'entre deux balayages consécutifs de C, 
on balaye toujours lun des éléments dont fait partie B, nous voyons qu'avant 
chaque balayage de C;, la densité en B est nulle; après ce balayage elle prend 
une valeur inférieure à 7, (limite de X2) et la conserve jusqu'à ce qu'on balaye 
un des éléments dont fait partie B, elle redevient alors nulle. La densité au 


point B est donc limitée. 

du, du, 
dé’ dy 
Déerivons en effet autour du point B un petit cercle K. Soit v, le potentiel 
logarithmique dû à l'attraction des masses situées à l'intérieur de K et qui sont 
toutes sur la circonférence de C;; les densités étant limitées, c, et ses dérivées 
seront limitées; la fonction *, qui est plus petite que w est limitée. La dif- 
férence 4w,— vc, est done limitée à l’intérieur de K et sur la circonference; de 


plus cette différence w,— c, est harmonique a l’intérieur de X; nous pouvons 


sont limitées au point P. 





Je dis maintenant que les dérivées 


done par l'application du théorème de HARNACK, trouver une limite supérieure 
des dérivées de w, — ?„, et par conséquent de celles de w,, puisque celles de c, 


sont limitées. 
C2408 BD! 


Ce qui précède ne s'appliquerait pas à un point P qui serait à l'intersec- 
tion de deux lignes de discontinuité; ou verrait en effet qu'en un pareil point, 
la densité pourrait devenir logarithmiquement infinie, (je veux dire que la densité 
en un point 5' de C;, trés voisin de B est de l'ordre de logarithme de la distance 
BB'.) Il en est de méme pour les dérivées de #,. Au contraire la fonction w, 
elle-même, toujours plus petite que w, reste finie. 

Mais nous pouvons toujours éviter de faire passer nos chemins d'intégration par 
ces points d'intersections des lignes de discontinuité. Le résultat resterait le 


bo 
-1 
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Un 


d 4 : 
dE devienne logarith- 


même d’ailleurs si on les y faisait passer, car bien que 


Un 


miquement infinie, l'intégrale | ra dx, resterait finie. Il résulte de là que l'intégrale 


> 
, 


| (du — dv,,) 


prise le long d'un chemin quelconque tend vers zéro quand » croît indéfiniment. 

On a vu que les fonctions z, ne sont définies qu'à un facteur constant prés 
de module 1 qui peut varier brusquement quand on franchit une des lignes L, 
ou ce qui revient au méme que les fonctions v, ne sont définies qu'à une con- 
stante prés qui varie brusquement quand on franchit une des lignes L. Les 


fonctions v, outre les variations continues: 


du, dus 


—dn — ds 
LP 55 


qu'elles subissent quand on décrit un chemin quelconque, subissent done des 
variations brusques quand on franchit une ligne L. 

On peut pour achever de définir les »,, convenir que ces variations brusques 
en certains points de certaines lignes L, doivent être nulles. Mais ces variations 
ne peuvent être nulles partout. Envisageons en effet les intégrales 


| dv, | dv, 
prises le long d'un chemin fermé quelconque. Elles sont égales à 27 multiplié 
par la somme des masses intérieures au contour d'intégration. Pour v, il ne peut 
y avoir que la masse + 1 située au point O; pour v, il peut y avoir en outre 
des masses négatives sur les lignes Z. Si done le contour enveloppe le point O, 
la 1° intégrale sera égale à 27 et la 2% généralement plus petite que 27; si 
le contour n'enveloppe pas le. point o, la 1°" intégrale sera égale à o et la 21° 


généralement négative. 


§ 6. Les fonctions «w,.,.. 


Nous avons dit que la fonction « obtenue était indépendante de l’ordre des 
balayages; mais nous avons jusqu'ici supposé que ceux-ci étaient dirigés de telle 
facon que lon pouvait trouver une fonction u, dont l'indice m est un entier fini 
et pour laquelle un élément quelconque aurait été balayé un nombre de fois 
aussi grand qu'on le veut. Nous considérions alors la série 
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comme une série ordinaire; nous pouvons aussi la traiter comme une série à 
double entrée. 

Supposons une suite de fonctions à deux indices u,,. La 1*'* w,, sera celle 
que nous appelions jusqu'ici »/,: %.n+ı se déduira de %., par le balayage d'un 
certain élément C;; w,, sera la limite de 4, pour » — 9»; wi.»:1 se déduira de 
in par un balayage; w,, sera la limite de w., pour n=; et ainsi de suite; 
Up.nti Se déduira de w,.,, par un balayage, et w,41.0 sera la limite de «,., pour 
n-— co. ll est clair que l'on aura: 


Up+1.m > Up+1.0 > Up.nt1 > Up.n > Up.0 > coo > 99 > O, 


On verrait comme plus haut que 
UW > Urner 


ce qui montrerait que la suite des u,., quand x puis p tendent vers l’& a une 
limite <w; et comme cette limite est une fonction harmonique en vertu du 
théorème de HARNACK, elle est plus grande que les uw, que nous avions envisagés 
dans les $ précédents. Elle est done > u; elle est done égale à u; c'est toujours 
le raisonnement de la fin du $ 3 qui s'applique sans changement. 

Nous pouvons par exemple, considerer une serie de domaines 


yy Cha ela 


contenus dans notre domaine D, et tels que chacun d’eux soit contenu dans le 
suivant. De plus chacun d’eux sera formé d’un nombre fini d’éléments de D. 
Alors nous supposerons que les balayages qui font passer de 5/9, à wo» ne 
portent que sur les éléments de d, et de telle façon que chacun d’eux soit balayé 
une infinité de fois; que les balayages qui font passer de #1, à 4.41 ne portent 
que sur les éléments de d, et cela de telle façon que chacun d’eux soit balayé 
une infinité de fois; et ainsi de suite. 

Dans ces conditions, il est clair que #10 est härmonique dans tout le do- 
maine d,, et nul (de méme que toutes les fonctions #.,) en dehors de ce domaine 
et sur ses frontières; que UW.) est harmonique dans tout le domaine d, et nul 
(de méme que toutes les fonctions w,.,) en dehors de ce domaine d, et sur ses 
frontiéres et ainsi de suite. 

Toutes les conclusions des 8 précédents s'appliquent sans changement; on 
peut définir les fonctions v,, et z,, à l’aide des w,, comme on a défini les », 
et les z, à l'aide des w,. On pourrait seulement se demander si l'on peut encore 
comme au § précédent limiter la densité des masses génératrices en un point B, 
et si les conséquences déduites de cette limitation subsistent, Il faut pour cela, 
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comme nous l'avons dit, que (si B est sur la circonférence de C;) entre deux 
balayages consécutifs de C;, on balaye toujours l'un des éléments dont fait 
partie B. Il est clair qu'on peut remplir cette condition pour les fonctions 0, 
si B est à l'intérieur du domaine d, et non pas sur sa frontière; pour les fonc- 
tions #1. si B est à l’intérieur du domaine d, et non par sur sa frontière, et 
ainsi de suite. Quelle que soit donc la position de B, on pourra prendre p assez 
grand, pour que la condition ne cesse plus d’être remplie à partir du moment 
où on aura formé la fonction w,;. Nous pouvons donc raisonner comme au $ 
précédent et conclure que 


| (dv — dv 4) 


prise le long. d'un chemin quelconque, tend vers zéro, quand on fait tendre n 
puis p vers l'infini. 

Dans le mémoire cité (Bull. Soc. Math.) nous avons envisagé seulement les 
fonctions | 


U1.0, 3.05 - - -» Upo--- 
qui sont les fonctions de GREEN relatives aux domaines successifs 
di those dp on 


Nous y trouvions l'avantage que la fonction uw,» est harmonique à l'intérieur 
du domaine d,, de sorte que la fonction z,.o est uniforme et continue dans le 
domaine d,, (ce qui n'arrive pas pour les fonctions z, susceptibles comme nous 
lavons vu de variations brusques.) Nous évitions ainsi en partie la discussion 
du $ précédent; j'ai cru pourtant que cette discussion était par elle-même in- 
structive et je n'ai pas voulu pour cette raison me servir ici du méme artifice. 


8 7. Propriétés de la fonction z. 

Faisons maintenant varier la position du point O; et amenons-le en O'; (le 
sens de cette notation O' n'est donc plus le méme qu'au 8 3; O et O' désignent 
‘simplement deux points quelconques du domaine D.) On peut former deux 
fonctions de GREEN u et u! devenant logarithmiquement infinies, l'une en O, l'autre 
en O', et ce sont ces deux fonctions que je me propose de comparer. 

Nous pourrons diriger les balayages soit comme au § 3, soit comme au 3 6; 
nous aurons dans le premier cas une suite de fonctions w,, dans le second cas 
une suite de fonctions à double indice w,,; mais ces deux suites ont méme limite. 


Nous désignerons par wv’, w^, v,, v, ,. z,. 2, les fonctions qui sont à w' ce que 


v 35 
n? pn? m’ pn n pn 


Un , Up ns* Un > Up ns Sn 3 Sp 7L sont au. 
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Considérons en particulier les fonctions 2,0, 2',.0; soit a, la valeur de 2,» 
9 p T P 
en O' et a’, celle de z',0 en O. Je dis que z,.o ne pourra prendre qu'une seule 
fois la valeur a,; prenons en effet l'intégrale: 
dz 

(1) =e 
/ 29.0 Ap 
le long de la frontière du domaine d, ;; elle est égale à 2iz; en effet quand nous 

© T > 
ferons le tour de cette frontière, le point 2,0 décrira un cercle de rayon 1 puis- 
que w,o est nul sur toute cette frontière, et il le décrira une fois et une seule. 
1 T , 
En effet /dvp.o est égal à 2z, puisqu'en ce qui concerne cette fonction u,.o il 
n'y a à l'intérieur du domaine d, , d'autre masse génératrice qu'une masse + I 

* D o 

au point O. Le point a, est d'ailleurs à l'intérieur du cercle de rayon 1 décrit 


par le point 2,0: l'intégrale (1) est égale à 2iz. Or cette intégrale est égale à 
2iz multipliée par le nombre de fois que la fonction 4,9 prend la valeur a, à 


l'intérieur de d, ;. Donc la fonction ne prend qu'une seule fois cette valeur. 
(& 9), Ji, ID), 

Cette démonstration ne peut donner lieu ici à aucune objection, car le 
domaine d,_ı se composant d’un nombre fini d’elements, sa frontière se compose 
d'un nombre fini d'ares de cercle; la fonction 4,.) peut être ainsi définie, comme 
l'a montré M. SCHWARZ, à l'aide d'une équation différentielle linéaire à coefficients 
rationnels, de la méme facon que les fonctions fuchsiennes. On pourrait d'ailleurs 
appliquer l'un quelconque des procédés pour la démonstration compléte du prin- 
cipe de DERICHLET quand la frontière du domaine envisagé est formée de lignes 
analytiques, ou plus généralement quand elle a un rayon de courbure déterminé, 
(Cf. loco cit. American Journal pages 227, 228, 229.) Il n'y aurait rien à y changer. 

Nous sommes done certains que #, tend bien vers o quand on se rapproche 
indéfiniment de la frontière de d, ;; et on peut appliquer les résultats obtenus 
plus haut, non seulement à l'intérieur, mais à la frontière de d, ,. On dé- 
montrerait de la méme manière que z',; ne peut prendre qu'une seule fois la 
valeur «',. 

Cela posé soient p, et ¢, le module et l'argument de dp), envisageons le 
rapport: 


7 Dn & = evr 
R= 2,07 -— TE 
Zp .0 — fp & TP 
Je dis que ce rapport ne peut, à l'intérieur de d,_ı, devenir ni nul, ni 
infini; en effet z',.9 et 2,.9 étant finis à l'intérieur de ce domaine, À ne pourrait 
, 1 T 


devenir nul ou infini, que si l'on avait: 
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1° ou bien 2.0 = 0 ce qui ne peut arriver qu'au point O'. 

2° ou bien f2p.0 — e#?—0O, ce qui est impossible puisque p, € 1, |z,.o| € t, 
| e*»| = il - 

3° ou bien 2,0 — ppe'*? = 0, Où zy,o — a5; ce qui a lieu en O' par l'hypothése, 
et ne peut avoir lieu en aucun autre point par suite du théoréme que nous 
venons de démontrer. 

Il n'y aurait done que pour le point O', et en ce point le numérateur et le 
denominateur s'annulent et la fraction reste finie. 

Done log| Z| est une fonction harmonique à l’intérieur de d; ;. 

De plus quand on décrit la frontière de d; ;, on a 


125.0] — 125.0 — |] 1 





\ 


dou log|R|—o: cette fonction s'annulant à la frontière du domaine et étant 
harmonique dans tout le domaine, doit s'annuler dans tout le domaine. Done 
R est une constante dont le module est égal a 1. . 
Pour déterminer cette constante je donnerai aux fonctions leurs valeurs au 
point O, c'est a dire: 
i 
Eae Ga Gr = On LS Le, 
Pp 


On a done entre 25.0 et 2,.0 la relation linéaire: 


I jt 
Up £p.0 — Dp€ *? 


t3 


^! — 
) CA AN — x ST 
“Dp PpZp.0 — € *P 


Soit maintenant 


a=pe'? 


la valeur de z au point O', et a! la valeur de z' au point O. Faisons croître p 
indéfiniment, 2.0, 29.05 Gp, pp, tp. @p tendront vers 2,2, a, p, ©, a', et à la 
limite la relation (2) devient 

a! z—pe'? 


(3) | f= 


as 
ENTREE 


Done les deux fonctions z et z' sont liées par une relation linéaire. Ce n'est 
pas tout; z ne peut s'annuler qu'une fois; à savoir au point O'. Done 2 ne peut 
prendre qu'une fois la valeur a, c'est à dire la valeur qu'il prend au point O': 
et comme O! est quelconque, la fonction z ne peut prendre qu'une seule fois la 


méme valeur. 
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88. Représentation conforme du domaine D sur un cercle. 


Résumons les résultats obtenus; nous avons vu qu'il existe une fonction 
analytique 2 du domaine D, qui ne peut prendre que des valeurs de module 
plus petit que 1, et qui ne peut prendre chacune de ces valeurs qu'une seule 
fois, mais nous ne savons pas encore si elle peut prendre toutes ces valeurs. 
En d'autres termes, tracons dans le plan des z le cercle K, de centre O et de 
rayon I. Nous aurons une représentation conforme du cercle K sur le domaine 
D, de telle facon qu'à tout point de D corresponde un point de K et un seul, 
et quà tout point de K ne puisse correspondre plus d'un point de D. Mais 
nous ne savons pas encore si à tout point de K correspond un point de D. 
C'est ce dernier point qu'il s'agit d'établir. 

Nous serons done amenés à distinguer dans K deux ensembles de points: 
1° l'ensemble Z des points de K auxquels correspond un point de D. 2° l'en- 
semble Z, des points de K auxquels ne correspond aucun point de D. Je me 
propose de démontrer que l’ensemble Z comprend tout l’intérieur de K et que 
l'ensemble Z, se réduit à la circonférence de K. z 

Observons d'abord que autour de tout point de E on peut décrire un cercle 
de rayon assez petit pour que tous les points intérieurs à ce cercle appartiennent 
également à Z, et en effet la fonction z étant analytique, à toute aire de D 
correspondra une aire de X. L'ensemble # ne contient done pas de points isolés, 
et est contenu dans son propre dérivé Z'. En revanche Z' contiendra des points 
qui n'appartiendront pas à # et qui représenteront la frontière de E. 

Aux différents éléments C; de D correspondront des aires 7; du cercle K; 
toutes ces aires feront partie de Z. Deux de ces aires ne pourront avoir de 
points communs que si elles correspondent à deux éléments contigus de D, c'est 
à dire à deux éléments tels que certains points de l'un soient identiques à cer- 
tains points de l'autre puisqu'à un point de K ne peut correspondre qu'un seul 
point de D (Cf. § 2.) Je remarque d'autre part que l'ensemble E est simplement 
connexe, je veux dire par là que si une courbe fermée fait partie de E, tous les 
points intérieurs à cette courbe feront également partie de E. Cela résulte de 
ce fait que le domaine D est lui-méme simplement connexe. 

Si alors tous les points d'une courbe fermée C font partie de H, c'est à dire 
ont leurs images sur D, l'ensemble de ces images formeront aussi une courbe 
fermée. D étant simplement connexe, cette courbe enfermera une aire faisant 
partie de D. Les images sur K des différents points de cette aire, formeront à 
leur tour une aire qui ne sera autre chose que l'aire limitée par C. 
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Si C est une circonférence de centre ©, il n'y aura à l'intérieur de cette 
circonférence aucun point de Z,; si donc il n'y a pas de points de #, dont la 
distance à O soit égale à a, il n'y en aura pas non plus dont la distance soit 
plus petite que a. 

Cela posé, nous allons donner de notre proposition une premiére démonstra- 
tion fondée sur la méthode de Oscaoop. 

Soit g un point quelconque de la frontière de Z, soient q, et g, deux autres 


points de Z, d'ailleurs quelconques. Construisons une fonction fuchsienne: 
gar) 
définie de la facon suivante: 1° elle ne devra prendre aucune des trois valeurs 


GU %- 

2° je polygone générateur aura tous ses sommets sur le cercle fondamental 
(c'est à dire qu'il sera de la 3° famille); ce sera un quadrilatère dont les côtés 
seront conjugués deux à deux, de facon que deux côtés conjuguées soient adjacents 
(cest à dire qu'il sera de genre o); quant w se rapprochera de l'un des quatre 
sommets, c(w) tendra vers respectivement g, g,, q, ou q,, (de sorte que notre 
fonction ¢(w) sera liée à la fonction modulaire par une relation linéaire simple.) 

3" de plus on aura 


Posons alors: 


on voit que w est une fonction multiforme de z et qui ne peut prendre que des 
valeurs dont le module est plus petit que 1. Quand z tend vers q le module de 
toutes les déterminations de w tend vers lunité. je précise: si parmi toutes les 
déterminations de w, celle dont le module est le plus petit est w,, le module 
|w,| est plus grand qu'une fonction $(|z — 4|) qui tend vers l'unité quand |: — 4| 
tend vers zéro. 

J'observe de plus qu'à l’intérieur de E la fonction w peut être regardée 
comme uniforme. En effet, cet ensemble Æ étant simplement connexe, une 
courbe fermée tracée sur # ne peut contenir à son intérieur que des points de Z; 
elle ne peut done contenir aucun des 3 points singuliers q, g,. q;. Nous choisirons 
la détermination de w qui s'annule pour 2 — 0. à 


Posons alors 
=] | = | 
- Joc 
(22 


cette fonction ¢ sera harmonique dans Æ sauf en O où elle devient logarithmi- 
quement infinie; de plus elle est toujours positive. 
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Comparons-la à une des fonctions w,; ces fonctions, harmoniques dans D, 
le seront aussi sur A, puisque la représentation de D sur K est conforme. Il 
n'y aura d'exception que pour le point O où ces fonctions deviendront logarith- 
miquement infinies et pour les lignes correspondant aux lignes de discontinuité 
L des § précédents et qui en sont l'image sur K; dans le voisinage de ces lignes 
que nous appellerons /, les fonctions #, se comportent comme des potentiels 
logarithmiques engendrés par des masses négatives répandues sur ces lignes. 

La différence t — wu, sera done une fonction harmonique, (méme au point O) 
sauf sur les lignes / oü elle se comportera comme un potentiel logarithmique 
engendré par des masses positives répandues sur ces lignes; elle pourra donc avoir 
des maxima, mais pas de minima. 

Sois alors e, l’ensemble des points appartenant aux divers éléments que 
lon a dû successivement balayer pour obtenir w,; sur la frontière de e, et en 
dehors de e,, on a: 


t>O, 14-0, t—Un 0 
on aura done aussi à l'intérieur de e, (où il ne peut pas y avoir de minima): 
i— Un > O LEA 


et comme cela a lieu quel que soit », on a dans Z, à la limite. 


iu. 
Mais nous pouvons trouver une suite de points 


M Mot LO er ea 


qui appartiennent à Æ et qui se rapprochent indéfiniment de q, puisque gq fait 
partie de Z'. Si 
lim my — q, lim 6(|m; — q|) = 1. 


Soient t; et »; les valeurs de £ et de w correspondant à »;, on aura 


Jw, | > 9Qmi— gl), lim |20;| = 1, lim fj, — 0. 





I 99» 5 c ida 
3 pour 2 — mj. L inégalité t>u nous 
Mn 








Or u — log et se réduit à log 


I 
donne donc 
I 


ty, > log a 





[> 
On a donc 


2 I 
lim log| ——|—0 
mn 
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et a la limite 


log 





= 0, ale =. 
q FA 


Le point g est donc sur la circonférence du cercle A, et comme q est quel- 
conque, tous les points de la frontière sont sur cette circonférence, c'est à dire 
que Æ comprend tous les points intérieurs à A. 

EQ" FD. 

Nous allons donner de la méme proposition une seconde démonstration. 

Remarquons d'abord que les w, considérées comme fonctions de z vont se 
comporter comme des potentiels logarithmiques; et /es masses génératrices seront 
les mémes que les masses correspondantes, quand on regardait les u, comme fonctions 
de x—£+in. Je ne veux pas dire que les densités restent les mêmes, parce que 
les aires et les longueurs sur K ne sont pas égales aux aires et aux longueurs 
sur D; mais dans deux aires, ou dans deux arcs correspondants, les quantités — 
totales de matiére attirante sont les mémes. Je fais en passant cette remarque 
bien qu'elle ne doive jouer aucun róle essentiel dans la démonstration qui va suivre, 
parce qu'elle découle immédiatement des propriétés de la représentation conforme. 

Nous allons nous appuyer sur l’un des théorèmes de GREEN, qui est le 
suivant. Soient V et V' deux potentiels par exemple logarithmiques, on aura 
l'identité: 


(1) > mV' = > m' V 


les masses m sont celles qui engendrent le potentiel V, et chacune d'elles doit 
être multipliée par la valeur de V' au point occupé par cette masse. De méme 
les masses m’ sont celles qui engendrent V', chacune d'elles doit être multipliée 
par la valeur correspondante de V. 

Nous allons appliquer ce théorème: 

1°. A la fonction « regardée comme fonction de z, c'est un potentiel 
logarithmique engendré par une masse + I située au point O, et par des masses 
négatives — m réparties sur la circonférence de K. 

2°. A la fonction w, regardée comme fonction de z, c'est un potentiel 
logarithmique engendré par une masse + ! située au point O, et par des masses 
négatives — m, réparties sur les lignes de discontinuité /. 

3, A un potentiel auxiliaire # que nous allons définir. 

Soit 

|l em p c 
Soit W un potentiel logarithmique, dû à des masses », toutes positives et 


toutes situées à l’intérieur de A et au sujet desquelles je suppose: 
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1° que la somme des masses t, contenues entre les deux circonferences con- 
centriques à K et de rayons 7 et r+ dr', que cette somme, dis-je, est égale à 
h'dr', À' étant une fonction quelconque de r', positive et finie. 

2° que si sur la circonférence de rayon r', il y a des points de #,, toutes 
les masses v qui se trouvent sur cette circonference, sont sur B,. 

Si alors 7 et 6' sont les coordonnées polaires de la masse attirante w; si 
r — e-", 6 — — v sont celles du point attiré, on aura: 


I 
W = wv u log Aa = ——— — 9 
= V7? + 7? — 2rr' cos (0 — 6) 
Soit W' le potentiel que l'on déduit de W en balayant le cercle K; il est dû 
a des masses positives p situées sur la circonférence de K, et il est égal à W en 
dehors de K et sur la circonférence de X. Posons enfin 


w = WwW—W'. 


La potentiel w est alors dû aux masses v et —y'; il est égal à zéro hors de 
K et sur la circonférence de X. A l'intérieur de K on a: 


7? + ı —2rr cos (0 — 6!) 

;— Vu) abe Seca 
w= > vlog - ; o 
mE pre 2rr cos (0 — 6) ^ 


Le radical du second membre, quand on fait varier 0 — 6', atteint son maxi- 
mum pour 6 —6'— o et cela quels que soient r et 7' (qui sont « 1). On a done: 


1 
Ju 2 ' 
J I—rr DI—rr 
We Sloe = — | h/dr log : 
AE up Bjr 
0 
On voit aisément que le dernier membre est toujours fini et positif; qu'il 
sannule pour r — 1 et que si À' s’annule pour r' — 1, si par exemple W — 1 — »', 
il sannule comme w de sorte que le rapport de w à u-reste fini. On peut done 
trouver une quantité positive ^ telle que : 
(2) w«u. 
La formule (1) appliquée à w et à w, nous donne: 


W 
(24 — Un) = 2 ma — Nn Tn’ 


Le 1° membre représente la valeur de w — w, au point O où sont les deux 
masses + 1; dans le second membre, il faut donner à « les valeurs correspondant 


aux diverses masses m, et à u, les valeurs correspondant aux diverses masses m. 
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Mais ces dernières masses sont toutes sur A et sur cette circonférence «, est nul. 
Nous pouvons done écrire: 


Y 
(3) (u — D May 


Appliquons maintenant le théorème de GREEN à u et à w, il viendra: 


(4) 





w, étant la valeur de w en ©. De méme en l'appliquant à «, et à w: 


w 


— 
Un 
— 


0 


4 UF 
— Im. w= 22 D'Un — N uat. 


Toutes les masses u sont sur la circonférence A de méme que toutes les 
masses m, or sur K on a: 
| w= EO: 


Nos équations peuvent done s'écrire: 


(4 bis) gn > Uu 


' 


. ' 4 
(5 bis) Wy — > mw = > LU 
ou en retranchant, et tenant compte de (2) 


A. "AJ 
Nu — Un) = Nm <A Nm, u 


ou en vertu de (3) 


(6) d'u. (u — Un) LA(U— Un), 


la différence « — u, est toujours positive; mais sur les points de #, on a w, — 0; 
de sorte que si sur la circonférence de rayon 7’, il y a des points de Z,, comme 
toutes les masses de cette circonférence seront en ces points, la valeur cor- 


respondante de u — u, sera: 


I 
u = log zi 
On aura donc 
1 
5 U ; I 
(7) Sea Un) > | k'dr'log xi 


D 
a 


7 étant la plus courte distance du point O à l'ensemble #,; car s'il y a des points 


I 


de Z, pour r'=z, il y en aura, comme nous lavons montré plus haut pour 


1 >a. On a done 


pA 
| h'dr' log F <1 (wu — Un), - 


VA 
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Quand n croît indéfinement la différence (4 — u,), tend vers zéro; il en est 
done de même du 1° membre, ce qui veut dire que a tend vers I; on a done 


2—= 1, 


ce qui veut dire que l'ensemble #, se réduit à la circonférence K. 


C. Q. EF. D. 


89. Propriétés des fonctions uniformisantes. 
Considérons un systéme quelconque 


(1) Vis Voss 

de fonctions multiformes de x. Nous avons vu au § 4 que si D est le domaine 
principal- de ce systeme, on peut toujours trouver un domaine D' régulièrement 
multiple de D. et simplement connexe, pour lequel la fonction de GREEN u existe. 

Ce domaine D' étant simplement connexe, les 8 5 et 8 nous apprendront qu'on 
peut déduire de w une fonction 2; que si dans le plan des z on trace le cercle X 
de centre O et de rayon 1; à tout point de A correspond un point de D' et un’ 
seul, et réciproquement. Done 

Vus ass € 
sont des fonctions uniformes de z, = (2), y; — 6;(z). 

J'ajoute qu'à tout point pour lequel les fonctions y,, y,. ..., existent toutes, 
correspondra un point intérieur à A, et non pas un point situé sur la circon- 
férence de A. Il suffit pour obtenir ce résultat de choisir convenablement la 
fonction fuchsienne auxiliaire du $ 4 et d'admettre les éléments algébriques. 
Il wy a pas d' Ausnahmsstellen. 

Cherchons maintenant les propriétés de ces fonctions uniformes de z, 


x—=%(z), yi — 8;(). 


Nous avons dit que D' était régulièrement multiple de D; cela veut dire: 
qu'à tout point M de D; correspondent divers points 


M, M. EM 


de D'; si de plus le point M varie sur D d'une manière continue, il en sera 
de méme des points W,, M,,.... sur D'. Si M décrit une courbe fermée infini- 
ment petite, il en sera de méme de M,, M,,..., mais cela ne sera plus vrai en 
général si la courbe fermée décrite par 17 n'est pas infiniment petite. 

Je dis maintenant que si J/, décrit une courbe fermée finie, il en sera de 
méme de M,. Cela tient à ce que le domaine D' est simplement connexe. Soit 
en effet C la courbe fermée décrite par M,, elle limitera une certaine aire située 
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sur D". Décomposons cette aire en une infinité d’aires infiniment petites. Quand 
M, décrira le contour d'une de ces aires partielles, M, reviendra à sa valeur 
initiale et décrira une courbe fermée. Il devra done en être de même quand M, 
décrira le contour de l'aire totale. 

Done M, est fonction uniforme de M, et réciproquement. | Soit 


M, — 9M) 
la fonction ainsi définie; si A est une courbe, ou une aire décrite par le point M, 
alors 2(A) sera la courbe ou l'aire correspondante décrite par M,. Par exemple 
cette aire A peut-être un des éléments du domaine D' et alors 2(4) sera un 


autre élément de D. 


Cela posé considérons les fonctions 
Diy Wns Uso c sog Vie d 


formées en partant du point O et en balayant successivement les éléments 


nn OR 
du domaine D'. 
Formons ensuite les fonctions 
U SE Weak, 


en partant du point (0) et en balayant successivement les éléments 


NEN Ga) e C DET) eae 
du domaine D". 
Les éléments correspondants C',, et 9(C,) coincident an point de vue géo- 
métrique, de même que les points O et &2(O); les. opérations donneront done les 
mêmes résultats et on aura, pour un point M, quelconque du domaine D! 


wu’ [S(M,)] — wu, [M,] 
et à la limite: 
uw [9 (M,)1 — w[.M,] 


en appelant w' et w les limites des deux suites w, et up. 

y Or u et w sont les fonctons de GREEN formées respectivement en partant 
des deux points 9(O) et O; à l'aide de ces deux fonctions on peut former les 
deux fonctions z et z' par les procédés du 8 5. Nous avons vu au $ 7 que ces 
deux fonctions sont liées par une relation linéaire. Done les valeurs de z qui 
correspondent aux deux points 

M,, 9(M,) 


sont liées par une relation linéaire. Mais ces deux points correspondent à un 
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méme point J/ du domaine D, et par conséquent aux mêmes valeurs des 
fonctions: 
dl) w= (2). 

Donc ces fonctions (2) et 6;(z) ne sont pas altérées par certaines relations 
linéaires. Ces relations linéaires sont généralement en nombre infini, parce que 
les points de D' qui correspondent à un même point de D sont généralement en 
nombre infini. Elles forment naturellement un groupe; enfin de même que 
les substitutions des groupes fuchsiens elles n'altérent pas la circonférence K. 
Ce groupe tout à fait analogue aux groupes fuchsiens peut s'appeler fuchsoïde ; 

| 


ainsi nos fonctions (z), 6;(2) ne sont pas altérées par les substitutions linéaires 


dun groupe fuchsoïde. 


S8 ro. Relations entre les fonctions de Green. 


Comparons maintenant les fonctions w, relatives au domaine D, et celles 
qui sont relatives au domaine D', régulièrement multiple de D. 
Soit M un point de D et 


Q (M), 2, (M), +=: 


les points correspondants de D'; les fonctions Q,, 9,,.. . sont continues, mais il 
peut se faire qu'elles s’echangent les unes avec les autres quand M décrit une 
courbe fermée sur D. 

Considérons la suite des fonctions 


ThE) BEL) A DORE CURE 


relatives au domaine D' et obtenues en partant du point 2,(O) et en balayant 


successivement les éléments 
QC ONCE) e EIN E 
Considérons de méme la suite des fonctions 
UA, UD, e. MN ET 
relatives au domaine D' et obtenues en partant de 9;(O) et balayant successivement 
TAC OA) ees in UOS o 
D'après le 8 précédent on aura, pour un point M quelconque. 
ut [9,(M)] = wu; [9, (M)]. 


Considérons enfin les fonctions: 
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relatives au domaine D et obtenues en partant du point O et balayant suc- 
cessivement les éléments suivants de D: 


à | Y t 
CORNE CEA 


Je désignerai par C, l'élément de D dont fait partie le point o. Alors le 
point 9;(O) fera partie des éléments 9;(C,). Les différents éléments 2,(C,) n'ont 
aucun point commun. 

Supposons en effet que deux éléments 9;(C,) et 9,(C,) aient un point 
identique, tous leurs points qui ont mêmes coordonnées devront être identiques, 
d’après l’une des conditions énoncées au § 2. Or ces deux éléments coincident 
au point de vue géométrique, done tous les points correspondants de ces deux 
éléments devraient être identiques; si ensuite 9;(C,) est contigu à 9;(C,), 09;(C,) 
est contigu a.2;(C,); les deux éléments 9;(C,) et 9;(C,) auraient donc des points 
identiques, et il s'ensuivrait, comme pour 9;(C,) et 9;(C,), que ces deux éléments 
devraient étre identiques; on verrait alors de proche en proche, que quel que soit 
le point M, 9;(.M) serait identique à 9;( M). 

Nous devons done admettre que les deux éléments 9;(C,) et 9,(€,) ne 
peuvent avoir aucun point commun, et il en serait de méme évidemment pour 
les deux éléments 9;(C,) et Q;(C,). 

Cela posé, je me propose de démontrer que l'on a en un point quelconque 
du domaine D' 


(1) Un = S, u 
et d'abord que 


Considérons un point M quelconque de D'; s'il n'appartient à aucun des 
Q;,(C,) on aura: 
Tn (ie 
Un m QA or 
Sl appartient à l'un des 9 (C 2E il ne pourra appartenir à aucun des 9;(C,), 
on aura done: 
u® — o (si 22k) 
et d'ailleurs, d'aprés la facon dont les fonctions w, sont formées: 
ENS. E 
UE 
On aura done dans tous les cas 
7 — Ÿ a0. 


0 4m] oC 


Je dis maintenant que si 


(2) Ben > ut). 
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on aura également 
U, = W um, 
j u); N 


En effet si le point M n'appartient à aucun des 9;(C,) c'est à dire à l'un 
des éléments que l’on balaye pour passer des fonctions d’indice n— 1 aux fonc- 
tions d’indice n, on aura: 


D = UL Ue) — yl | 


Si M appartient à l'un des 9;(C,), il n'appartiendra à aucun autre des 9;(C,); 
Les masses génératrices de la fonction U,_,, s'obtiendront en ajoutant entre elles 


toutes les masses génératrices des fonctions w{),, en vertu de l'équation (2) et 


—] ? 
de la définition de ces masses génératrices. En balayant toutes ces masses on 


aura donc: 


Un Unt = (uD — f. 
CAO iD: 
Qu'arrive-t-il maintenant quand n croît indéfiniment: u tend vers une 
limite w que nous supposons finie, et U, tend vers une limite U qui peut être 
infinie. On a donc: 


Pi Nein = qo N U) 4,000) 
U —t (RE zZ, n 1523) =>, u + PAF, 2,0 QR 


Il faut ici sommer d'abord par rapport à b, puis par rapport à n, mais 
comme les termes de ces séries sont essentiellement positifs, on peut en intervertir 


N 
U= N „m às 2» uH — qv. > ut), 
li =} "s ( Kk 


Done la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de GREEN 


l’ordre et écrire: 


existe pour le domaine D, c'est à dire pour que la suite des U, ait une limite finie 
"AJ 
ac sarı 31 ^ 
c'est que la série DE u" converge. 
Si cette condition est remplie, nous voyons que les fonctions U et w^ étant 
harmoniques et positives, on aura également, par le théorème de HARNACK 


d U > vy du dU E wv du? 
dé - (| da a di 


F = 3:00; Z = IL: 


v, 2), V, Z étant formées avec u™, U, comme v et z l'ont été avec » au S 5; 


et par conséquent: 


(la lettre Il représente un produit infini). 
Mais les variables 2 sont liées entre elles par les relations linéaires. qui 


forment le groupe fuchsoide du § précédent. On prendra donc les diverses trans- 


Sur l’uniformisation des fonetions analytiques. 43 


formées de z par les substitutions linéaires de ce groupe fuchsoide, on en fera le 
produit; si ce produit converge c’est que la fonction de Green existe pour le domaine 
D et ce produit est précisément la fonction Z déduite de cette fonction de Green U 
par les procédés du § 5. 


S8 11. Propriétés du groupe fuchsoïde. 
Soit 


la substitution la plus générale de notre groupe fuchsoide. Designons par #(D, O) 
la fonction de GREEN relative au domaine D et qui devient infinie au point O. 
De cette façon; les fonctions 

un, U 
du § précédent seront désignées par 


ul D", Q,(0)], u(D, O). 


Nous désignerons par z(D, O) la fonction déduite de u(D, O) comme z a été 
déduit de w au paragraphe s. 

Nous désignerons simplement par z la fonction 2[D', Q,(0)| et ce sera notre 
nouvelle variable indépendante. Nous aurons alors: 





— 2 + Br 


> NOT = 
z [.D', d (O)| Ke + 8; 


le second membre correspondant à l'une des substitutions du groupe fuchsoide; 


d’après cela, on devra avoir 4, — à, — 1, f, — 1, — 0, de sorte que l'indice 1 cor- 





respondra à la substitution identique. 
On aura alors, d'aprés le 8 précédent: 


() | AD, 0) 1. 


1x2 + Ox 





Soit maintenant Q,(0') un autre point quelconque de D', on aura d’après 
le § 7 


PO 1] 22 + 5 
«D^, 9,0] = +7 





a, b, c, d étant des constantes; on en conclut 


(2 + Bx) + b (1x2 + x) 
iD Q; O0 a (242 - » RIN 
z[ #(0")] € (a2 + Bx) + d(yxz + ox) 








et on trouvera encore: 
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t 
— 


a(ar2 + Be) + b (yz + 04) 
ACD ll | Leno LATE IL c(ar2 + Ba) + "E + à) 


Il s’agit done de savoir si la somme 


t (D, O) ) — J log 


converge, c'est à dire si la fonction de GREEN existe pour le domaine D. 


Lie t Br 
24 8j. 








Or en vertu d'un théoréme bien connu la condition nécessaire et suffisante 
pour que cette série 


converge, c'est que la série 





12 4-0 


converge absolument, ou encore que la série: 
az + B du 
12 = à 


converge ou encore qu'il en soit ainsi de la série: 








le 


nl (az + B) (y2" + 8) 
>|: (12 + à) (a2 xd 


en désignant par z' une quantité qui a méme argument que z et méme module 
> 1 


I 
que —; et en effet 


e 


02 +ß (25 +6 
+9 o2 f 





sont imaginaires conjuguées. Or cela peut s'écrire (en tenant compte de 42—f%—1); 


Loe. 
(12 + 8) (a2! + B) 

Il est aisé de voir que pour les termes d'ordre élevé, pour lesquels 4, 2, 7,2 
ont de trés grandes valeurs, |x2' + &| est sensiblement égal à |2' + 2| et à | 24 |. 


Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de Green existe 
cest que la série: 


converge. 
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Reportons-nous au premier chapitre de mon mémoire sur les fonctions fuch- 
siennes et rappelons un des modes de raisonnement que nous y avons employés: 
soit S une petite aire enveloppant le point 2, et soit S; (loco citato) ce que devient 


: 3 À ke + Pk : 
cette aire quand on change zen T = . Nous avons vu que ces aires sont 
(k® 1,0% 


entre elles comme les quantités 


bine + Sr 
et comme la série Xs. converge certainement, puisque la somme de toutes ces 
aires est toujours plus petite que le cercle fondamental, nous en avons conclu 
que la série 
I 
edis ol 


converge toujours, ce qui est le fondement de la théorie des fonctions thétafuch- 
siennes. ; 

Dans le cas qui nous occupe, nous pouvons en tirer la conelusion suivante: 
La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de Green existe pour le 


domaine D, c'est que la serie 
NYs 
v y S; 


converge. 

Si cette condition est remplie, et si D est simplement connexe, il existe une 
fonction Z qui prend aux différents points du domaine D toutes les valeurs 
intérieures au cercle de rayon 1 et ne prend chacune d'elles qu'une fois. Elle 
permet la représentation conforme du domaine D sur un cercle. Elle n'est pas 
alterée par les substitutions du groupe fuchsoide. 

Si cette condition est remplie, et si D n'est pas simplement connexe, il 
existe une fonction Z qui par rapport aux substitutions du groupe fuchsoide 
satisfait à la condition: 

Ale: Fe) — MZ (0) 
(1x2 + OK 
M; étant une constante de module 1. + 

Qu’arrive-t-il enfin si la condition n’est pas remplie. On pourrait former les 
séries thétafuchsiennes, lambdafuchsiennes, etc., tout comme avec les fonctions 
fuchsiennes ordinaires; on arriverait ainsi à l'étude complete du domaine D. 
Mais nous suivrons une autre voie. 
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$ 12. Le domaine D, et sa fonction de Green. 


Je vais utiliser les résultats de la méthode alternante de M. ScHwarz. 
Reprenons notre domaine D, sur lequel nous ne faisons aucune hypothése. Soit 
C, un élément de ce domaine, où se trouvera le point O, et C’, un autre élément 
qui aura pour centre le point O'. Nous pourrons toujours supposer que le point 
O qui appartient à C,, n'appartient à aucun autre élément de D, contigu à C,. 
et de méme que le point O' qui appartient à C' n’appartient à aucun autre 
élément de D, contigu à C. 

Construisons ensuite un domaine D, contenu dans D, et qu'on déduira de D 
tout simplement en supprimant l'élément C^; les points de D qui font partie 
de C^, sans appartenir à aucun autre élément de D, contigu à C', ne feront pas 
partie de D,; et au contraire les points des éléments contigus à C, appartiendront 
à D,, bien que faisant partie de C. 

Je dis d'abord que la fonction de GREEN existera pour ce domaine D,. 
Formons en effet comme au § 3, la série des fonctions w, en partant du point O 
et en effectuant une série de balayages successifs portant sur les divers éléments 
de D, (c'est à dire sur les divers éléments de D, sauf sur C). Ces fonctions u, 
sont des potentiels logarithmiques engendrés par une masse positive + 1 située 
en O et par diverses masses négatives dont la somme est égale à — r. 

Cherchons la valeur moyenne de w, sur la circonférenee de C"; prenons 
pour un instant des coordonnées polaires r et o, en prenant pour pôle le centre 
de €, 


0? 


c'est à dire le point O', et envisageons l'intégrale: 
, > e 


J = | Undo 


D 


prise le long d'une circonférence ayant son centre en O'; nous aurons: 


rd o. 


dJ | du, 
ae 2 
dos J) ddr 
Cette intégrale est, en vertu des théorémes de GREEN, égale à — 2z mul- 
tiplié par la somme des masses génératrices situées à l'intérieur de la circonférence. 
Cette somme est plus petite que I en valeur absolue; on a done: 
dJ 
2T >7=— >. 
dr 
Si alors 7, est le rayon de la circonférence de C, et si 7, est la plus courte 
distance de O' a la frontière de D,, on aura: 
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. r. 
N Ju <J, + 2rlog +: 
Sn: 
Mais J, est nul puisque w, est nul en tous les points de C’, qui ne font pas 
partie de D,; 7, n'est pas nul, car le point O' et les points voisins ont été 
supposés en dehors de D,; on a donc: 


En | Undo < 27 log 2 


D 1 
ce qui veut dire que la valeur moyenne de w, sur la circonférence de C’, est plus 


* 


petite que log ER à fortiori la valeur minimum de w, sur cette circonférence 
1 


0 


sera plus petite que log : 
- 1 


Soit E, l'ensemble des ares de cette circonférence tels que 


Un < log — - 
5 n 
On voit que Z, ne peut pas se réduire à rien, quel que soit ». De plus 
Eh: est contenu dans #, puisque 


Un+1 > Un- 


Done il y a sur la circonférence de €, au moins un point M tel que l'on 
ait, pour toutes les valeurs de n 


Un < log E 
\ 1 

En ce point M la suite des uw, convergera; et comme elle ne peut converger 
en un point sans converger partout (voir $ 3) elle convergera dans tout le 
domaine D,. La fonction de GREEN que nous appellerons #(D,, ©) existe done 
pour ce domaine D,. 

Soit à la partie commune à C’, et à D,; ce sera un domaine limité ex- 
térieurement par la cireonférence C’, et intérieurement par une ligne fermée L,, 
formée d’un nombre fini d’ares de cercle appartenant aux circonférences des divers 
éléments contigus à C’,. Cette ligne fermée L, fera partie de la frontière de D. 

On peut vérifier que la fonction de GREEN u(D,, O) tend vers zéro quand 
on se rapproche de Z,. En effet, cette fonction est harmonique et par con- 
séquent analytique sur la circonférence C’, qui est tout entière à l'intérieur de D,. 
Nous pouvons done construire une fonction T qui soit harmonique dans le 
domaine 2, qui soit égale à o sur Z, et à w(D,, O) sur la circonférence C,. On 


aura alors 


P 
on 
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Un = T = 0 
sur L, et 
qd 
sur la circonférence C,. Comme w,— T ne peut admettre que des minima, 
on aura: 
Un Sele 


dans tout le domaine 6; et par conséquent 
oca (DO) ENT 


Mais quand on se rapproche de Z,, T tend vers zéro, il en est done de méme 
de u(D,, 0). Done T et u(D,, 0) sont deux fonctions harmoniques dans le 
domaine 2 et qui prennent les mémes valeurs sur la frontiére de ce domaine. 
Elles sont done égales et l'on a: 


THUD. (0) m ME 


Cela nous prouve en méme temps, qu'en tous les points de Z,, la dérivée 
du(D, , O) 


NS enr Pate dT . 
1 se comporte réguliérement, puisqu'il en est ainsi de ——; et il en est 
an 


dn 


ainsi de = puisque le domaine dans lequel la fonction T est définie est limité 


par un nombre fini d’arcs de cercle et que tous les raisonnements habituels 
relatifs au probleme de DrricHLer lui sont applicables sans difficulté. 

Cela posé, supposons que le domaine D soit simplement connexe, le domaine 
D, ne le sera pas en général, car par exemple la circonférence C’, limite une 
aire faisant partie de D, à savoir le cercle C" 


0? 


mais cette aire ne fait pas partie 
de D,. Pour rendre le domaine D, simplement connexe, nous allons y pratiquer 
une coupure Q. La coupure Q sera une ligne qui partira d'un point quelconque 
de L, et qu'on prolongera indéfiniment dans le domaine D,. 
Je précise; imaginons une série de domaines successifs que j'appellerai 
Gis, (donee 


définis de la facon suivante; chacun d’eux sera formé d’un nombre fini d’elements 
de D,; d, comprendra entre autres tous ceux de ces éléments qui sont contigus 
a 0%; dn4i comprendra tous les éléments de d, et d'autres encore; enfin nous 
nous arrangerons pour que le domaine comprenant C’, et tous les éléments de d, 
et que j'appellerai e, soit simplement connexe, et que tout élément de D, fasse 
partie de l’un des domaines d, (et par conséquent de tous les domaines suivants 
WE 3-9 389) 

Le domaine e, étant simplement connexe sera limité par une certaine courbe 
fermée L,; alors le domaine d, sera doublement connexe et compris entre les deux 
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courbes L, et L,; le domaine d,4;— d, sera dowblement connexe et compris 
entre les deux courbes Lau et 15. 

Alors notre coupure Q sera composée d'une série d’ares Q,, Q,,..., Qn. ete., 
lare Q, allant de L, 1 à L, à travers le domaine d, —d, 4,. Dans ces con- 
ditions la coupure Q rend le domaine D, simplement connexe, et en effet si une 
courbe fermée quelconque tracée sur D,, n'enferme pas une aire appartenant 
à D,, cette courbe appartiendra à lun des domaines d, et enveloppera la ligne L,, 
elle coupera done la coupure Q, + Q, + --- + Qn. et par conséquent la coupure Q. 

Soit D, le domaine obtenu en partant de D, et le rendant simplement con- 
nexe par l'introduction de la coupure Q. Il va sans dire que certains éléments 
de D, étant traversés par la coupure Q, devront être remplacés dans le do- 
maine D, par d'autres éléments en nombre fini ou infini, disposés de telle sorte 
qu'aucun de ces éléments nouveaux ne soit traversé par Q et que tous les 
points de l'élément ancien. sauf ceux de la coupure Q, appartiennent au moins 
à l'un des éléments nouveaux. 

Cela posé je dis que la fonction de GREEN u(D,, O) existe pour le domaine D), ; 
en effet soit 

us (D,, O) 


une des fonctions obtenues par les balayages successifs, on aura: 
CD (09) <i DO) 


puisque la derniére fonction est harmonique et positive dans tout le domaine D, 
et par conséquent dans tout le domaine D,; que w,. (à part la masse + ı qui 
est au point O) n'est engendré que par des masses négatives de telle facon que 
la. différenee 
Un (D,, O) —wu(D,, O) 


ne peut admettre que des minima et pàs de maxima et est d'ailleurs négative 
dans tous les éléments où #,(D,, 0) est nul, c’est à dire dans tous les éléments 
de D, sauf un nombre fini d'entre eux. 


Done la suite des w,,(D,, O) converge. 
CNQ ED: 


Le domaine D, étant simplement connexe, l'existence de la fonction (D, , O) 
entraîne celle de la fonction z(D,, O), c'est à dire d’après les § 5, 6, 7, 8 la 
possibilité de la représentation conforme du domaine D, sur un cercle K. On 
voit alors, que la circonférence de A va se partager en quatre arcs; l'un l'arc 
AB correspondra à la ligne Z,, les deux extrémités A et B correspondant au 
point où la coupure Q aboutit à L,; deux autres arcs A'A et B B' correspondront 
aux deux lèvres de la coupure Q. Le quatrième are B'A' correspondrait à la 
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frontière du domaine primitivement donné D. Mais ce dernier are B'A' peut se 
réduire à un point. 

Nous sommes donc amenés à distinguer deux cas: 

1°. Celui où l'are B'A' ne se réduit pas à un point. Dans ce cas je dis que 
le domaine D, est susceptible d’une représentation conforme sur un anneau cir- 
culaire et le domaine D sur un cercle; la fonction de. GREEN «(D , O) existe. 

2°, Celui où lare B'A' se réduit à un point. Dans ce cas je dis que le 
domaine JD, est susceptible de représentation conforme sur un cercle, et le do- 


maine D sur une sphére fermée. 


8 13. La fonction V. 


Proposons-nous d'abord de construire une fonction V qui soit harmonique 
dans le domaine D,, égale à 1 sur L, et qui tende vers zéro quand on se rap- 
proche de la frontiére du domaine primitivement donné D. Partons d'une fonc- 
tion V, ainsi définie: 

1°. A l'intérieur de L,, (c'est à dire dans la partie de D qui ne fait pas 
partie de D,) on a V,— r. 

209 SUP Mong UE 

3°. En dehors de C" et sur la circonférence de C, on a V,=0. 

4°. Dans le domaine 2, c'est à dire entre la circonférence C", et L,, la fone- 
tion V, est harmonique, elle tend vers zéro quand on se rapproche de la cir- 
conférence C" et vers I quand on se rapproche de L,; elle est done toujours 
comprise entre O et r. 

Nous allons maintenant en partant de cette fonction V,, balayer succes- 
sivement les divers éléments de D,. 

Cette fonction V, se comporte comme un potentiel logarithmique engendré 
par diverses masses situées sur L, et à l’intérieur de L, (donc en dehors des 
éléments de D,) et sur lesquelles par conséquent ne porteront pas les balayages, 
et par des masses négatives situées sur la circonférence de C^. 

Les masses balayées étant toutes négatives, les fonctions V, seront toujours 
croissantes, toujours comprises entre O et r. La suite des V, convergera done 
vers une certaine limite V qui sera harmonique dans le domaine D,. 

Je dis que V tend vers 1 quand on se rapproche de L,. Soit en effet À 
un des ares de L,, soit c la circonférence à laquelle cet arc appartient et qui 
limitera un cercle c correspondant à un élément de D contigu à C5; je suppose 
d'abord que l'on se rapproche de l'are i, je construis une fonction 7', harmonique 
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à l’intérieur de c, égale à 1 sur. À et à O sur le’ reste de la circonférence c. Au 
moment où on vient de balayer c; la fonction V, est harmonique dans c: et on a: 
PER sur À 
V,> o=T sur le reste de la circonférence c. 


On a done à l’intérieur de c 


et par conséquent à la limite: 
p To 

Quand on se rapproche de À, T' tend vers 1, il en est donc de méme de V. 
Il reste à voir ce qui se passe quand on se rapproche de l'extrémité d'un des 
ares A, cest à dire du point d'intersection de deux circonférences telles que c. 
Il n’est pas nécessaire pour cela de répéter la discussion. Soient c et c' ces 
deux circonférences, A leur point d’intersection, À et % les deux ares de L, qui 
font partie de c et c'; du point A comme centre décrivons un cercle de rayon 
trés petit, et considérons le domaine = commun à 7 et à D, et qui sera limité 
par une partie de la circonférence de 7; et par une partie des ares À et X; dans 
ce domaine la fonction V est harmonique, elle tend vers 1 quand on se rapproche 
d'un quelconque des points de À ou de %, le point A excepté; cela suffit, d’après 
les propriétés bien connues des fonctions harmoniques, pour qu'elle tende encore 
vers I quand on se rapproche du point 4. 

On pourrait seulement se demander si la fonction V ne se réduit pas à une 
constante et nest pas partout égale à 1. 

Supposons d'abord qu'il n'en soit pas ainsi. Je dis qu'en tout point intérieur 
au domaine D, elle est plus petite que 1. Considérons en effet la représentation 
conforme du domaine D, défini plus haut sur le cercle A.- Nous voyons que la 
fonction V (considérée non plus comme fonction d'un point N du domaine D, 
(ou D,) mais comme fonction du point correspondant M du cercle A) est encore 
harmonique; elle est d'ailleurs toujours comprise entre o et 1. De plus en un point 
M au moins intérieur à K, la fonction V est <1, puisque par hypothèse elle 
ne se réduit pas identiquement à 1. Soit alors M' un autre point intérieur à A: 
soient V(M) et V(M!) les valeurs de V en ces deux points. Comme la fonction 
harmonique : — V est toujours positive, nous pouvons appliquer le théorème de 


HanNaCK et assigner une limite supérieure au rapport 


uen AV 
I— V(M) 
Comme :— V(M) n'est pas nul, il en est de méme de — V(M). Ainsi la 


fonction V n'est pas égale à 1, sauf peut être aux points de D, (ou de D,) qui 
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correspondent à un point situé sur la circonférence de X. Mais les seuls points 
intérieurs à D, qui correspondent à un point de la circonférence de K sont ceux 
qui appartiennent à la frontiére de D,, c'est à dire les points de la coupure Q. 
Mais comme cette coupure Q a été arbitrairement tracée, et qu'on peut la changer, 
le théoréme est vrai pour tous les points intérieures à D,. 

En particulier on peut assigner une limite inférieure différente de zéro à la 
différence 1 — V sur la circonférence de C",. 

Nous aurions pu au lieu d'appliquer les procédés précédents au domaine D, , 
les appliquer au domaine d, que nous avons défini plus haut et qui est limité 
par les lignes L, et L, (Cf. page 49) Nous aurions obtenu une fonction V (d,) 
qui aurait été à d, ce que V est à D. 

Ces fonctions V(d,) présentent une grande analogie avec les fonctions %,0 
du 8 6; on pourrait les obtenir en effet en partant de V et en balayant une 
infinité de fois tous les éléments de d, avant de passer au balayage des autres 
éléments de D,. 

L'essentiel c'est que 


V (dy) 


va en croissant avec n; lapplication du théorème de HARNACK nous apprend 
alors que la suite des V(d,) converge uniformément vers V, et que, [si V' est 
une dérivée quelconque de V et V'(d,) la dérivée correspondante de V(d,)], la 
suite des V'(d,) converge uniformément vers V. 

Posons maintenant: 
d V (dn) ; 


dr 





K,=—| 


Les intégrales sont prises le long de la circonférence de C5; ds est l'élément 
dV dV(d,) 
dr' dr 

la normale à cette circonférence; il résulte de ce qui précède que la suite des X, 


dare de cette circonférence; les dérivées sont prises par rapport à 


converge vers K; nous poserons alors: 


; Aat y N _ 2xV(d,). 
MW IE W, = — EK, 


On voit que la suite des W,, converge uniformément vers W, et que la suite 
des W', converge uniformément vers W', (en désignant par W et W' une dérivée 
quelconque de W et de W,). 

Nous allons maintenant définir des fonctions qui seront à W et W, ce que 


v et z étaient à u au § 5. Posons à cet effet, comme dans ce § 5: 
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dW" GE AT edi We 
de ne ide d 


Ga Ur rin). 


Nous voyons que Z, et ses derivees convergent uniformement vers Z et 
ses dérivées. Les fonctions Z et Z, sont uniformes, en effet, quand on tourne 
autour de L,, W et W’, augmentent de 27, tandis que Z et Z, ne changent pas. 

La variable Z, nous donne la representation conforme du domaine d, sur 
un anneau circulaire; en effet la frontière de d, se compose de L, et de Ly, 


D — 
<a 


LE 
pour établir ce dernier point puisque les lignes Z, et L, qui limitent le domaine 


sun gona. m Hu , et sur L, on a W, — 0; il n'y a pas de difficulté 


d, se composent d'un nombre fini d'ares de cercle. Il résulte de là que Z, ne 
peut prendre plus d'une fois la valeur A et par conséquent que l'intégrale 


prise le long d'un contour fermé quelconque ne peut étre égale qu'à zéro ou à 
2iz. Mais nous avons vu que Z, et ses dérivées convergent uniformément vers 
Z et ses dérivées, d'oü il suit que J, tend vers 


> 


dZ 


JE SA 


ce qui montre que cette intégrale ne peut étre égale qu'à zero ou 22z, et que 
Z ne peut pendre plus d'une fois la valeur A. 

Done la variable Z nous donne la représentation conforme du domaine D, 
sur un domaine plan, à un seul feuillet, c'est à dire dont les diverses parties 
ne se recouvrent pas mutuellement et qui est limité intérieurement par la cir- 


2T 

conférence de rayon e A et extérieurement par une ligne fermée ne pouvant sortir 
de la circonférence de rayon 1 (ce dernier point provient de ce que W est 
essentiellement positif). : 
Il faut maintenant établir que cette ligne fermée, qui limite extérieurement 

ce domaine plan n'est autre chose que la circonférence de rayon 1. C’est un 
probléme analogue à celui du $ 8. Nous n'avons qu'à répéter l'analyse de ce 
$ que nous ne reproduirons pas. L'ensemble Æ des points du plan auxquels 


correspond un point de D, n'est plus simplement connexe, puisque D, n'est pas 
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simplement connexe; mais il est doublement connexe, étant limité intérieurement 


par la cireonférence de rayon e 4; cette circonférence et une courbe fermée 
tracée dans Z limitent alors toujours une aire faisant partie de #; si done une 
circonférence de méme centre, a tous ses points dans Z, il ne pourra y avoir à 
l'intérieur de cette circonférence aucun point de l'ensemble Z, des points du plan 
2T 

extérieurs à la circonférence ce rayon e & et n'appartenant pas à E. 

En s'appuyant là dessus on définira comme au $ la fonction auxiliaire de 
OsGoop ¢(w). 

Nous prendrons ensuite 


t— A log | - | 


le coéfficient A étant assez grand pour que / soit plus grand que x c'est à dire 
24 

que W, le long de la circonférence de rayon e ^ qui limite interieurement Z. 

Le reste de la démonstration se poursuit comme au § 8 et on arrive à la méme 

conclusion: tout point q de la frontière de # est sur la circonférence de rayon 1. 

Donc la fonction Z nous donne la représentation conforme de D, sur un 
anneau circulaire. 

Nous avons ainsi: 

1°. Le domaine D, applicable sur un anneau circulaire. 

2°. L'élément C", qui est un cercle. 

Ces deux domaines ont une partie commune 2 et leur ensemble forme le 
domaine 

D=D, +0, 2. 

On peut alors appliquer un théorème connu de M. SCHWARZ et conclure que 
D est applicable sur un cercle. La fonction de GREEN (D, O) existe. 

Où dans le raisonnement qui précéde, avons-nous été amenés à supposer que 
la fonction V ne se réduit pas à une constante égale à 1; c'est que si V se 
réduisait à 1, la quantité A serait nulle. Ce qui rendrait la démonstration illu- 
soire. Supposons donc que V ne se réduit pas à t, je dis que Ä ne sera pas nul. 
Nous avons en effet comme nous l’avons vu plus haut, une limite supérieure de V, 
plus petite que 1 sur la circonférence €", c'est ce que nous avons expliqué plus 
haut, soit A cette limite; soit alors T une fonction harmonique dans le domaine à, 
se réduisant à t sur L, et à A sur la circonférence C: on aura 
dT 


dr ds 


K> | 


et l'intégrale du 2! membre n'est pas nulle, 
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8 14. Seconde démonstration. 


On peut arriver au même résultat d'une facon plus simple par une autre 
voie. Observons d'abord que nous pouvons supposer que la ligne Z,. qui limite 
D, se réduit à une circonférence concentrique à €”. En effet rien ne nous oblige 
à prendre pour limite de D,, les frontiéres de divers éléments de D, puisque ces 
éléments ont été tracés sur D d'une facon trés arbitraire et qu'on aurait pu 
remplacer D par un domaine équivalent au sens du 3 2. Si nous avions supposé 
plus haut que Z, est une circonférence, plusieurs des raisonnements précédents 
auralent pu étre simplifiés. 

Soit O' le centre commun de C', et de L,, r, le rayon de L,, 7, celui de 
C’, r la distance d'un point quelconque à o'. Considérons la fonction V, elle est 
égale à 1 sur L,, et sur C, elle est < A « r; je dis que nous pouvons assigner 
une limite inférieure à la dérivée 

dV 
bids 
en un point quelconque de L,; cette expression est d'ailleurs essentiellement 


positive; et en effet cette limite inférieure est 


1 — À 
= 
r, log ' 
0 
Je l'appellerai g. 
Soit ensuite à l'intérieur de L,: 
Ts 2 
T = log 
j 
Nous aurons sur L, 
adeo 
T=0, ——=—.- 
(hp WER 


Construisons alors une fonction / satisfaisant aux conditions suivantes: 


19 Danse) ona) 


UE 
"Go 
2°. A l'intérieur de Z, on a: 
z 3 I 
U=T+ 
gro 
GONE Sure P OD A 
; I V I 
GF = — = = ee 
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Considérons deux points très voisins de L,, Yun à l'extérieur, l'autre à 
l’intérieur: au 1° on aura: 

dU 1073 NET 

dr); qn, dr ^m, 





au second on aura 








et par conséquent 

Ê gj = au 

dr; Ip Meo 
ce qui veut dire que la fonction U, harmonique dans D, et à l'intérieur de L,, 
présente sur Z, une discontinuité correspondant à des «masses génératrices» 


positives. 
Cela posé. je dis que la fonction de GREEN 


u(D, O') 
existe; formons en effet par balayages successifs les fonctions 
Un(D, O') 


elles admettent une masse +1 en O', et en outre des masses génératrices qui 


sont toutes négatives. La différence: 
U — (D, 0) 


n'est plus discontinue en O' et comme en dehors de O! le potentiel U n'admet que 
des masses positives, et w, que des masses négatives, la différence U — u, ne peut 
avoir que des maxima, et pas des minima; elle est d'ailleurs positive pour tous 
les points qui n'appartiennent pas aux éléments qu'on a déjà balayés; car avant 
d'obtenir x, en ces points on a 


igor Un — 0, 
On a done dans tout le domaine D 
U > à, (D, 0), 


ce qui veut dire que la suite des #,, constamment croissante, tend vers une 
limite finie. 
On aurait pu évidemment, avec quelques changements, raisonner de la même 
manière sans supposer que L, est une circonférence, mais cela n'a pas d'intérêt. 
Il résulte de là par les raisonnements des $ 5, 6, 7, 8 que le domaine D 


est représentable sur un cercle. 


Sur Puniformisation des fonctions analytiques. 


S 15. Cas où la fonction de Green n'existe pas pour D, 


Nous allons maintenant rechercher ce qui se passe quand la fonction V est 
constamment égale à 1. Reprenons la fonction de GREEN u(D,, 0) et supposons 
encore que L, est une circonférence concentrique à C; envisageons la dérivée 
du(D,, 0) 

dr 


aux différents points de L,; nous avons vu au $ 12 qu'elle s’y comporte régu- 

iérement; posons: 

‘du(D,, ©) 
dr 


"| 


ds. 


Elle représente au facteur — 27 près, les masses negatives que les balayages 
ont amenés sur L; la masse négative totale étant — r, on a: 


Supposons d’abord 


je dis que dans ce cas V n’est pas constamment égale a r. 

En effet envisageons le domaine d, limité par L, et L, et imaginons que O 
fasse partie de ce domaine, ce qui arrivera pourvu que » soit assez grand. 
Ecrivons simplement w au lieu de w(D,, 0) et V, au lieu de V(d,); nous aurons 


la formule de GREEN: 


| dV du 
| v ESI ds=2rV% 
dy dy | 
Dans cette formule V? est la valeur de V, en O; l'intégration est étendue 
: PT SN j ; NE) d 
à tous les éléments ds de la frontière d'un domaine contenant O; les dérivées d 
Ly 


représentent les dérivées estimées suivant la normale à cette frontière, cette 
normale étant dirigée vers l’exterieur. 

Nous pouvons appliquer cette formule au domaine d, dont la frontière se 
compose d'un nombre fini d'ares de cercle, de sorte que toutes nos fonctions Sy 
comportent régulièrement. 

Sur Z, on a: 


dw. du 


u—0. V,-1 — — 
z dy dr 


Nr Vaude 2 
| v TNT Vix a ds= H: 
To 
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Sur L, on a: 





Vr=0, u>o, LU 
dy 

VETUS . dw 

| |" a — V, 2» | ds « o. 


Ly, 


On a donc 


| + |=2x (o | «o, |-u 
UL. HS De TE 
d'où: 
u AR VEN: 
on a done à la limite 
2E Vee 


V° étant la valeur de V au point O, et si H «2z 
Sr 


La fonction V n’est done pas constamment égale à 1, ce qui permet d’appli- 
quer les démonstrations des deux $ précédents et de conclure que D est repré- 
sentable sur un cercle. 

Supposons maintenant H — 27. 

Dans ce cas, je dis que le domaine D, est représentable sur un cercle. 

En effet continuons à écrire w au lieu de «(D,, 0) et déduisons-en les fonc- 
tions v et z comme au § 5. Bien que le domaine D, ne soit pas simplement 
connexe, la fonction z sera uniforme, et en effet quand on tourne autour de Ly, 
v augmente de H, c'est à dire de 27, z est multiplié par e?’* et ne change pas. 

A chaque point de D,, correspond done un point du plan des z et ce point 
est situé à l'intérieur du cercle l de centre O et de rayon 1. Il faut voir main- 
tenant si la fonction z ne peut pas reprendre plusieurs fois la méme valeur. 

Reprenons les notations du 8 13 en posant: 


emer] C da) RESET 
Kj] de, Ug | q; ds: 
ME A 7  2zV(d.) 
W à K > Wa = Ke > 


Yi oc UAL, Z,—= er) 


W' et W^ ayant méme sens que dans ce $ 13. 
Les conclusions précédentes subsisteront, c'est à dire que la variable Z, 
donnera la représentation conforme du domaine d, sur un anneau circulaire, 
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compris entre les deux circonférences concentriques de rayon 1 ete Är. Seulement 
dans le cas qui nous occupe, K, qui va constamment en décroissant, tend vers 
zéro, et on a K —o, V=1, W—x. Je dis que K, va constamment en décrois- 





sant avec n, et en effet V(d,) va constamment eu croissant, sauf sur L, où elle 
reste égale à 1; il en résulte que sur Z, 
d(Vd,) 
= dr 
et par conséquent A, vont en décroissant. 
Cela posé, considérons w(d,, 0) comme fonction de Z,. C’est une fonction 


I= 
ot 


harmonique dans l’anneau circulaire (1,e K»), sauf au point correspondant à © 
où elle devient logarithmiquement infinie, et qui s'annule sur les deux circon- 
férences qui limitent cet anneau. C'est donc le logarithme du module d'une 
fonction doublement periodique de 3° espèce par rapport au logarithme de Z,. 

Je précise; considérons un système de fonctions doublement périodiques 
4* 


admettant pour périodes 277 et Ko de sorte que si F(log Z,) est l'une de ces 
n 


fonctions on ait 


: AT 
F (log Z,) = F(log Z, + 2in) =F (log in +t 
n 
Nous pourrions les considérer comme des fonctions de Z,, mais il vaudra 
mieux poser 


nos Zn E Kn 


de telle facon que | Y,|— ı le long de Z, et |Y„|=e #” le long de L,. 
Si nous posons alors: 


F (log Z,) — &(Y,), 


nous voyons que ® est une fonction uniforme de Y, telle que 


4m 
P(Y,) == «p ( Y„eEn | Y 
Mais si nous posons 
u(dn, 0) —log|9(Y,) Y^| 
® sera une fonction de 3° espèce, c’est à dire que ce sera une fonction uniforme 
de Y, satisfaisant à la condition 


47 Ahi 
O\Y,c)— aQ(Y4), ver — 71. 
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a et À sont des constantes. Si Y? 


est la valeur de Y, qui correspond au point O, 


valeur que nous pouvons toujours supposer réelle puisque l’argument de Y,, n'est 


déterminé qu'à une constante prés, la fonction 9 devient infinie pour 


4mm 
ve E 3 f Ex £7 € Kn 
et nulle pour 
I I 4mi 
} n Wo y, ru € Kn 
} 
n n 


Elle se reduit & 1m pour P, — 1, 
par le quotient de deux fonctions 0. 


Il est aisé de voir que si nous posons: 


IE u(d,, O) 











Ed, — m) E ds 
Lo 
on aura H„<2r, 2xA— H —H,—2«x— H,. 
On aura d'ailleurs: 
: I — V (d) 
oa m s 
elY,] x- 


et elle est par 


(m entier positif ou négatif) 


là entiérement déterminée 


Lorsque n croît indéfiniment, 1 — V(d,) et K, tendent vers zéro, mais leur 


rapport reste limité; je ne sais pas encore s'il tend vers une limite finie. 


En effet la fonction harmonique 
V (dns 1) mr V(d,) 


est constamment positive, et elle s'annule sur Z,; nous pouvons done lui appliquer 


le théorème de HARNACK, ce qui nous fournira une limite supérieure et inférieure 


du rapport 
V (dns) XN V(d,) 3 


K, x Kuga 
Ces limites s'appliqueront au rapport: 


V (dn+p) x4 V (d,) 


Ke Xx IK ep 
ou en faisant croitre p indéfiniment, au rapport 
I— V(d,) 
I 


Ainsi en chaque point du domaine D,, nous pouvons assigner une limite 


supérieure à 


log | — I 
= OZ 
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. Nous pourrions de même assigner une limite supérieure à ses dérivées: car 


si V' représente une des dérivées de V, le théorème de HARNACK nous fournira 


encore une limite supérieure du rapport 


V'(dn+p) — V (ds) - 
V (dn+p) =a V(d,) 
Cela posé nous avons: 
log |2| = «(d,. 0) + À log ; | . 





Je dis que quand » croît indéfiniment, log[Q[ tend uniformément vers 
u(D,,0); en effet w(d,, o) tendant uniformément vers #(1),,0), on peut prendre 


n assez grand pour que 


m 


u(D,, 0) — u(d,, 0) € 


De plus À tendant vers Oo, et log restant limité, on peut prendre » assez 








I 
n 
grand pour que 


[0] 


€ 





: I 
À log Y | 


t3 


d'oü 
u(D,, 0) —log|9]|« s. 


On démontrerait de méme que les dérivées de log |9 | tendent uniformément 


vers celles de x(D,, 0), puisque celles de u(d,, ©) tendent vers u(D,, 0) et que 


sont limitées. 





celles de log 





I 
Y, ' 

On en conclura que 9 tend uniformément vers z, et les dérivées de 9 vers 
celles de z quand n croît indéfiniment. 

On verrait que dans le domaine d, la fonction 9 peut prendre la méme 
valeur deux fois au plus. Si alors l'on considère deux points O et M du 
domaine D, et les valeurs correspondantes Y; et Y, de Y,; nous avons vu que 
= et log | = 


à|Y;|età]|Y,|. Soit alors M' un point du domaine d, pour lequel 2 reprenne 


n 


sont limités; nous pouvons done assigner une limite inférieure 


log 











la méme valeur qu'au point M, et Y; la valeur correspondante de Y,. On 
démontrerait, en se servant de l'expression de © par les séries ©, que quand n tend 
vers l'infini, et par conséquent K, vers zéro, (Y, et Y; restant au dessus d'une 
certaine limite) Y’, tend vers zéro, de sorte que le point J/' s'éloignera indéfini- 
ment sur le domaine D,, il ne pourra par exemple rester dans le domaine d,, 


ou p est un nombre fixe plus petit que ». On peut done prendre n assez grand 
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. 
pour que lon soit assuré que 9(Y,) ne prendra pas plus d'une fois la méme 
valeur dans le domaine d,; mais nous avons vu que 9(Y,) tend uniformément 
vers 2 quand » croit indéfiniment (et qu'il en est de méme pour les dérivées) 
done en répétant le raisonnement du § 13, on verrait que z ne peut prendre qu'une 
seule fois la méme valeur dans le domaine d, et par conséquent dans le domaine D,. 

Ainsi soit C le cercle de centre O et de rayon 1; la fonction z nous don- 
nera la représentation conforme du domaine D, sur ce cercle, de telle facon qu'à 
tout point du domaine corresponde un point du cercle et un seul, et qu'à tout 
point du cercle ne puisse correspondre plus d'un point du domaine; à un point 
de L, correspondra un point de la circonference du cercle et réciproquement. 

Nous serons ainsi conduits à répartir les points du cercle C en deux en- 
sembles, l'ensemble E des points auxquels correspond un point du domaine, 
(ensemble dans lequel nous ferons entrer la circonférence dont les points cor- 
respondent à ceux de Z,) et l'ensemble Z, des points auxquels ne correspond 
aucun point du domaine. 

Tous les points de Z, sont intérieurs à une circonférence, intérieure elle- 
méme à la circonférence de rayon 1. Les points de la frontière de Æ, sauf 
ceux de la circonférence de rayon 1, font partie de #,. La domaine Z est 
doublement connexe, comme D, dont il est l'image. Si done nous considérons 
une courbe fermée tracée dans E, tous les points de Z, seront intérieurs à cette 
courbe ou tous extérieurs. 

Deux hypothéses sont done possibles: 

1". Ou bien Z, se compose d'un seul point. 

2°. Qu bien Z, en contient une infinite; car si E, contient plus d'un point, 
il ne peut admettre de points isolés. 

Soient dans cette 2% hypothèse q, g, et q, trois points de Z,. le premier 
sur la frontiére de #. Construisons avec ces trois points les fonctions auxiliaires 


| 
w 


Cette fonction t est harmonique dans # sauf en © où elle devient logarith- 


d'Oscoopn: 


o(w), t-—log 





miquement infinie; elle est partout positive et tend vers o quand on se rapproche 
de q. La fonction w est uniforme dans Z, parce que toute courbe fermée 
tracée dans E, n'enveloppe aucun des points singuliers g, q,, g, ou les enveloppe 
tous trois. 


On a done {> u(d,, ©) et par conséquent 


t>u(D,, o) 
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ce qui montre que #(D,,0) tend vers zéro quand en se rapproche du point q; 
on en conclurait comme au $ 8 que le point q doit se trouver sur la circonférence 
de rayon 1. Mais il n'en est pas ainsi puisque tous les points de Z, sont in- 
térieurs a cette circonférence. 

Nous sommes donc ramenés à la 1° hypothèse, d’après laquelle E, se 
réduit à un seul point. 

Pour nous résumer, la fonction z donne la représentation conforme de D, 
sur un cercle pointé. 

Nous avons done les deux domaines D, et C’,, qui ont une partie commune 
2, et représentables le ı° sur un cercle pointé, le second sur un cercle. Nous 
pouvons alors, en appliquant les procédés de M. Scuwarrz (Monatsberichte de 


l'Académie de Berlin. Octobre 1870, page 792) conclure que le domaine total: 
D=D,+C,—4 


est représentable sur une sphére pointée. | 

En résumé, un domaine D simplement connexe quelconque est susceptible de 
representation conforme soit sur un cercle ($ 13 et 14) soit une sphère pointée (§ 15). 

Si alors nous nous reportons à la fin du § 12, nous verrons que le 1° cas 
ne peut être que celui où l'are B'A' ne se réduit pas à un point et le 21 cas 
celui où cet arc se réduit à un point. On peut donc donner au critère qui per- 
met de discerner les deux cas plusieurs formes entièrement différentes les unes 
des autres et différentes aussi de celle qu'avait adoptée M. BRODÉN. 

Revenons pour terminer à notre fonction Y,; nous avons vu que nous 
pouvions lui assigner une limite ‘supé rieure et une limite inférieure: mais il pour- 
rait encore se faire qu'elle oscille entre ces limites quand » croît indéfiniment 
au lieu de tendre vers une limite déterminée. Les considérations précédentes 
montreraient qu'elle tend effectivement vers une limite déterminée qui est: 


2—2, 1—2 


3 


z—z, I—2, 


2, étant l'affixe du point unique auquel se réduit l'ensemble #,, tandis que z, 
est le point inverse de z, par rapport au cercle C. 


E Wn wr =) 


af 








9. n: 
lo: ws % dc ia Me qu 
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SUR LA SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN 


PAR 


L. SCHEESINGER 


à KOLOZSYAR. 


En poursuivant les recherches que RrEMANN a touché dans son mé- - 
moire posthume sur la théorie des équations linéaires! la première tâche que 
j'avais à remplir était, de démontrer l'existence d'un système de » fonctions 
d'une variable «, jouissant des propriétés suivantes. Ces fonctions sont holo- 
morphes pour chaque valeur finie de x, à l'exception de 5 points donnés arbitraire- 





ment @,,...,a,, et dans ces points singuliers mêmes, aussi bien que pour x= co, 
elles ne sont pas indéterminées (au sens de Fuchs’). Quand x franchit les 
coupures (a,, o:) les dites fonctions subissent des substitutions linéaires arbitraire- 
ment données 


A, = (AP), (v=1, 2,..., 9) 


(M 





Te, 22) 


Le probléme de déterminer un tel systéme de fonctions, que j'avais 
nommé le Problème de Riemann, a été résolu par moi en 1898? pour le cas par- 
ticulier où les racines des équations fondamentales, relatives aux substitutions 
36, ..., A, et à la substitution 


9 9r—1 1 
ots = U E - 9s 


ont pour modules l'unité, à l'aide des fonctions zéta-fuchsiennes de M. PorwcanÉ. 
Pour le cas général, oü ces modules différent de l'unité, l'application des séries 
zétafuchsiennes devient impossible, puisque dans ce cas ces séries sont divergentes. 
Plus tard je réussis à démontrer l'existence des fonctions satisfaisant au probléme 


! Voir RiEMANN, Werke (2de édit. 1892), p. 379 et suiv. 
? Sitzungsberichte 1885, p. 281. 
3 Comptes Rendus, t. CXXVI, p. 723—725. 
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de RIEMANN en appliquant la methode de continuité, dont MM. Kunin et Pory- 
CARÉ se sont servis pour la démonstration du théoréme fondamental de la théorie 
des fonctions fuchsiennes. Comme ma démonstration se trouve répandu dans 
plusieurs mémoires,! se rapportant pour la plus grande part à des sujets différents 
du probléme mentionné, et comme j'ai réussi derniérement à simplifier notablement 
la démonstration d'un théorème auxiliaire, je me. permets d'exposer sur les 
quelques pages qui suivent ma démonstration sous sa forme, pour ainsi dire, 
définitive. Je remarque que récemment M. HiLBERT et quelques-uns de ses 
disciples? ont démontré la possibilité de résoudre le probléme de RIEMANN à 
l'aide de méthodes étrangères à la théorie des équations différentielles linéaires, 
savoir en appliquant la théorie des équations intégrales de MM. FREDHOLM 
et HILBERT. 


l. Soient o,..., les racines de l'équation fondamentale relative à la 
substitution À, (v —1,2,...,5 +1), et supposons, pour simplifier, que ces racines 
solent tous simples. Formons le système différentiel canonique 


da i = 
(A) E +. y. 2 Le — (k=1,2,...,n), 


= = 


de manière que les racines des équations déterminantes relatives aux points 


singuliers a, (v=1,2,...,6+1; a, 54.177 €) soient 
log (C) 
Qu E 4 (USD un): 
2rV I 


où les déterminations des logarithmes doivent être choisies conformément à la 


relation 





* Comptes Rendus, t. CX XXVIII (1904) p. 955—956; Verhandlungen des ITI. internat. Mathe- 
matiker-Kongresses, (Leipsie, 1905) p. 219—228; Journal de Crelle, t. 130 (1905) p. 26—46; Comptes 
Rendus, t. CXLII (1906) p. 1031—1033; Mathematische Annalen, t. 63 (1906) p. 273 et suiv. 

* Voir Hırzerr, Verhandlungen des III. internat. Math. Kongresses (Leipsic 1905) p. 233 et 
suiv.; Göttinger Nachrichten 1905, p. 308; O. D. Kerros, Mathem. Annalen, t. 60, p. 424 et suiv.; 
PrEMELJ, Akademischer Anzeiger, Vienne 1906, n:o XIII; c. f. aussi la remarque de M. WinrINGER, 
Verhandl. des III. intern. Math. Kongresses, p. 125, 126, 
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Les constantes A”). en nonibre de n?s, dépendront alors encore de 


paramètres arbitraires, leur multiplicité que nous allons désigner par M, 
done une multiplicité algébrique à 2N dimensions, contenu dans la multiplicité 
à 2n°5 dimensions de n?s quantités complexes arbitraires. Pareillement les 


elements A) des substitutions A, (v — 1, 2, .... 5), dont les équations fondamen- 
tales ont pour racines les 6), ..., o™ et pour lesquelles la substitution 
= = 
Ur 2... Me 
a pour racines de son équation fondamentale les w(?'1!),..., o(°+!), forment 


une multiplicité algébrique M à 2N dimensions. 

À un système différentiel de la forme (A), où l’on regarde comme fixes 
les points singuliers a,,...,a, et les racines.des équations déterminantes, cor- 
responde un point de la multiplicité M. Considérons un système fondamental 
de solutions (une matrice intégrale) yi, du système différentiel (A), tel que pour 
un point régulier x, l’on ait: 





(B) lima y; Tr, lim yj; — o pour i~k, (G5 (Bs Paolo) 
r=a0 ar 

cette matrice intégrale va subir des substitutions déterminées lorsque la variable 

x franchit les coupures (a,@). Il s'ensuit qu'à chaque point de la multiplicité 

M il correspond un point de 3X, et un seul. ll s'agit de démontrer qu'inversé- 

ment, à chaque point de 3X il correspond aussi un point de JM. 


3. Nous démontrons d'abord qu'à un point de 3 il ne peut correspondre 
qu'un seul point de M. 

Soit en effet Zik la matrice intégrale d'un système différentiel de la même 
forme et au mêmes racines des équations déterminantes que (A), satisfaisant aux 
mêmes conditions initiales que y;. Supposons que z; subit aussi les mêmes 
substitutions que yix, lorsque la variable x franchit les coupures (a, %). Alors 
des équations 


(1) DT The (nk es en) 


ii! 


on tire les rx; comme fonctions uniformes de la variable x, n'ayant d'autres 
points singuliers que a,,...,a,, ©. Or dans le voisinage de x=-a, on a: 


L. Schlesinger. 
Vu) Y oy 
; " 
(2) Yr = = Ci (a — ay) ^ Dix , 


k—i 


les c?) étant des constantes, tandis que les ¢{ sont des fonctions holomorphes 
au voisinage de a,, dont le déterminant ne s'évanouit pas pour z—a,. Une 
représentation analogue subsiste pour a,,,—%, seulement au lieu de x—a, on 


r I N 
doit mettre = De méme on aura 
n 7) 
AE (v) fo. Kun) 
(3) zik — D ej (w—ay) ^ Yes 
Nil 


où les 4% sont aussi des fonctions holomorphes au voisinage de x — a». En 
substituant les valeurs (2) et (3) dans les équations (1), on en tire pour les riz, 
des développements suivant les puissances entières et positives de x—ay; les rix 
sont done holomorphes au voisinage de chacun des points a,,...,a@, et o», d'où 





'on conclut, que les r;; se réduisent à des constantes. Mais comme pour x = c, 
on a z;;— yis, il s'ensuit que les 2;; doivent coincider avec les yx. Nous avons 
done le fhéorème fondamental : 

Il n'y a qu'un seul système différentiel de la forme (A) pour lequel la matrice 
intégrale satisfaisant aux conditions initiales (B), subit les substitutions A, lorsque 
la variable x franchit les coupures (a, oo), et pour lequel les racines des équations 
déterminantes sont fixées. 


3. Selon un théorème de M. PorwcaR£ les coefficients AG) des substitutions 
fondamentales, sont des fonctions entières et transcendentes des A‘): 


An: 
À [Dei EZ 

(v) v) ¢ 40) (5) > 24> > > 

(4) Ar — EF (ATP, ..., Ann), ER ws 


Si les AU) parcourent les points de Ja multiplicité M, les valeurs correspondantes 
des fonctions Gi vont parcourir une multiplicité 35, contenue dans la multiplicité 
M définie plus haut. Nous avons deux cas à distinguer: 

a) ou la multiplicité 9t remplit la multiplicité 3X toute entière, 

b) ou 3X ne constitue qu'une portion de W. 
Il s'agit de démontrer que le cas b) ne se présente pas. 

Remarquons d'abord que M est une multiplicité fermée, c'est à dire qu'elle 
n'a pas de bord. En effet selon un théorème de RrEMANN' une multiplicité à m 





! Werke (1892), p. 481; c. f. Poincaré, Acta Mathematica t. IV, p. 277, 
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dimensions ne peut être limité que par une multiplicité a » — 1i dimensions; 
mais les points limites de M sont nécessairement des points singuliers des fonc- 
tions entières Cf, donc pour ces points limites il faut qu'au moins l'une des 
équations Af) — soit satisfaite. Une telle équation complexe équivaut à deux 
équations réelles, done l’ensemble S des points limites de M ne peut constituer 
que des multiplicités à 2N — 2 dimensions au plus, il ne pourra done former un 
bord de M. — Pour la même raison, si le cas b) se présentait, il faudrait que 
les points M qui n'appartiennent pas à 9X soient séparés des points de M par 
une multiplicité X à 2N — 1r dimensions. Or considérons un point parcourant 
la multiplicité M, et suivons le mouvement du point correspondant de M. 
Si le point de W va parvenir à un point de X, le point correspondant de M 
doit parvenir ou à un point de 47 pour lequel le déterminant fonctionnel 
des © suivant les AU?) sévanouit, ou en un point de S. Le premier cas est 
impossible, car d’après le théorème fondamental du n:0 2, à un point de M 
ne peut correspondre qu'un seul point de M, c'est à dire que la multiplicité A 
forme en quelque sorte un »domain fondamental» pour les fonctions entières G(2. 
Quand au second cas, nous savons que pour les points de S l'une au moins des 
quantités A‘; devient infinie. Mais selon un théorème que j'ai démontré, ! lorsque 
l'une des quantités A dévient infinie de telle manière que les racines des 
équations déterminantes du systéme (A) ne soient pas altérées, il faut qu'au 
moins un des éléments des substitutions fondamentales devienne infinie aussi. 
Done, lorsque le point de M atteint un point de S, le point correspondant 
de M atteindra un point pour lequel au moins une des équations AP — oo sera 
vérifiée. L'ensemble de ces points formant au plus des multiplicités à 2N — 2 
dimensions ne peut done partager la multiplicité M, qui a 2N dimensions, en 
deux parties, done W ne peut constituer une portion de M, c'est à dire, que M 
coincide avec la multiplicité M toute entière, done à tout point de 3 correspond 
un point de M, c. q. f. d. 





1 Voir: Comptes Rendus, t. CXLII (1906), p. 1031—1033 et Mathem. Annalen t. 63, p. 276, 300 
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SUR UN THEOREME DE M. POINCARE, RELATIVEMENT AU 
MOUVEMENT D'UN SOLIDE PESANT 


PAR 


ED. HUSSON 


à RENNES. 


Introduction. 


1. Parmi les résultats remarquables obtenus par M. Porxcaré à l'aide des 
solutions périodiques des équations de la dynamique se trouve le suivant: 

Pour qu'il existe, dans le mouvement d'un corps solide pesant autour d'un 
point fixe, une intégrale première algébrique ne se réduisant pas à une combinaison 
des intégrales classiques, il est nécessaire que Ülellipsoide d'inertie relatif au point de 
suspension soit de révolution. 

La démonstration de M. PorwcaRÉ suppose que le produit u» du poids du 
corps solide par la distance du centre de gravité au point de suspension est trés 
petite; cependant on l’étend de suite à toutes les valeurs de v. 

La position du solide étant définie par le système différentiel d'EvrER à 


"n 


l’aide des variables habituelles p, q, v, 7, 1, 1", si on remplace 7, y', 7", par 


Xeno à 6n 


TRUCO CU d MO le systéme différentiel n'est pas altéré et il dépend du paramétre 
. U », 
D p D 


^ qui s'est simplement substitué à la constante ı.. 

Si le systéme différentiel initial admet, pour une valeur numérique par- 
ticulière de »., une intégrale algébrique, le système transformé admettra une 
intégrale algébrique pour toutes les valeurs de À et en particulier pour À assez 
petit, or pour À assez petit la démonstration de M. Porncar® est applicable. 

L'extension précédente est au contraire impossible, en général, si les inté- 


grales premières envisagées sont simplement uniformes au lieu d’être algébriques. 


2. Je me propose d'indiquer, pour le théorème rappelé, une démonstration 
indépendante de celle de M. Poincaré. 


=T 
bo 


Ed. Husson. 


Au point de vue des idées directrices, la méthode employée peut étre 
rapprochée de celles utilisées par M. PorNcaRÉ dans l'étude du probléme des 
trois corps et par M. PAINLEVÉ dans l'étude des équations différentielles du 
second ordre dont Vintégrale générale est uniforme. 

Le résultat est établi pour toutes les valeurs du poids du corps pesant, 
pour toutes les positions du centre de gravité, mais en supposant que les con- 
ditions initiales sont quelconques. 

Lorsque les conditions initiales sont particulières il se peut qu'il existe une 
intégrale algébrique nouvelle; M. Hess! en a signalé un exemple pour un solide 
de configuration spéciale, M. STAUDE? a mis en évidence l'existence de rotations 
uniformes autour d'axes invariables dang l’espace pour un solide général. 


Transformation préliminaire du système différentiel. 


3. Les équations différentielles du mouvement d’un solide pesant autour 
d'un point fixe O peuvent toujours être ramenés à la forme, 








dp a \ d 
A == (B— C)qr + yu 2; ap tt ai 
d ^ 7 an. I" 
(1) À Be —(C—A)rp+ aia", à Emp ry, 
‚dr ; di" 
Cag (4— B) Pat wei — Yi; M = qi m. 


Les axes Ox, Oy, Oz, liés au solide, sont les trois axes de l'ellipsoide 
d'inertie relatif au point de suspension, 2, %, z,, sont les coordonnées du centre 
de gravité G. 

En adoptant la forme précédente des équations différentielles on suppose 


Ann 1: ce qui revient à adopter des unités convenables ou à imaginer que 
T 


D " 


7, 1, q^. sont les produits des cosinus directeurs des axes lies au solide avec la 


Are m 
direction de la pesanteur par la constante Os 
JT 


! Hess, Mathematische Annalen t. 37; Nexrassorr, Mathematische Annalen t. 47. 
? SravpE, Journal de Crelle t. 113; Kirix et SowwERFELD, Theorie des Kreisels t. II: Levı- 
Civira, Rendiconti dei Lincei, 1901 et 1905 et Prac matematyezmo-fieyeznych, (Varsovie) t. 17. 
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Au lieu de conserver les variables p, q, r, 7, %, 1", nous introduirons de 
nouvelles fonctions choisies de telle facon que les deux premiéres équations du 
système (1), par exemple, soient remplacées par deux équations différentielles 
pour lesquelles les variables soient séparées. 

Posons, 


y, —ap + ibq, 
y; =ap—ibg, 


a et b étant deux constantes, à désignant le symbole = 


Les deux premières équations du système (1) sont remplacées par, 








d , TENDS, à C—A 

E c wol 
dy, [: B—Ca i C—A b, 

dt zE A p 1 Y>) 2 B plu + | + 


Ces équations seront respectivement indépendantes de y, et y, sous la 
condition unique, 


a? p? 


A(A—C) B(B—C) 





Nous sommes donc amenés à effectuer le changement de fonctions. 


1 VAE 0) .p— 1 Bi B= Qa 








Pour que l’on puisse substituer la recherche de y, et y, à celle de p et q 
il est évidemment nécessaire et suffisant que les deux relations précédentes per- 
mettent de calculer p et q à l’aide de y, et y,, ce qui exige que les deux dif- 
férences (A — C) et (B — C) soient différentes de zéro. 

Pour faciliter les calculs, et, d'une facon plus précise, dans le méme but de 
séparation de variables, nous substituerons à la recherche de 7 et 7! celle des 
deux fonctions, 


A=Ytit, Coe al 


Enfin pour faire disparaître les imaginaires nous changerons { en — it. 
Le mouvement du solide pesant sera défini, à l'aide des variables y,, 4, 
2,, 2, r et 7", par le système différentiel, 


Acta mathematica. 31. Imprimé le 27 août 1907. 10 
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dy e 0) vl VET Erase ace E u ee EN 
dt AB 
dy, AO B26 /A—C 41 /B—C A—C 
= ya En TY. + WEE VE Ir" lv B eV n) 
dr A—B A Se iy, 
ce — + (y3— 7) —2 (z,—2;) + 2. - (2, +2), 
A dt^ 4VAB (A—C)(B—C) (y3—91) —7 Ge) + 57 - Go) 
s dcm ne Yi ys Yı Ya |n 
dt 1. 21 VA(A=6), WETB=0)| * 
dz, _ == Yi À Yo = Yı Y2 Im 
dt Va) eo) 
dy" I = 
— =—— > + %Y,)(2 25) = SS * 0h 2) + 
it~ ,Vad= oO (y, + Yo) (2 — 22) 1VBB 0) (yı — Yo) (2, + 22) 


Le système (2) admet les trois intégrales premières classiques des forces 
vives, des aires et des cosinus directeurs. Ces intégrales s’écrivent, 








(y, +%)? C= Yo)? a SN en Ry — 
(46) oe peer [zo (z, + 2,) — 2go (2, — 22) + 22,1] — const. 
A B 
Vata Gy AED Ct) yo CRE 


2; 2, + |” = const. 


Exposé de la méthode. 


4. Pour déterminer les intégrales premiéres algébriques du systéme différentiel 
(2), remplaçons y,, 2, 2, i", par hy,, Àz,, A2,, Aq", sans changer y, et r, en 
désignant par À un paramètre arbitraire. Nous obtenons le système différentiel, 


di (A=C)B=C B—C . ,/A—C| , Zz /B—C A— 
= V At = ry | PC ein = 2p dV B (a2) - V. A ( 




















A 
‚dr _ A—B 
dt 4VAB(A—C)(B—C) 


2 





suh X x 
UE) E [2 (2; —22) — 19s (2; + 22)]; 


| 


1 1A=C)B=C) TC © ACC ; B—C /A—C 
(3): di V ( = E ryt] eV m iy V. A jeedv B (2, +25) V (z,— 


4|. 
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arte ee he 
dt 21VA(A—C) VB(B—C) 
aes FT RY: + Y2 _ Mh |, 
yr * 2|VA(4—C) VB(B—O)| ' 
dy" I N : 
PTT PTE RTE AY, + Yo CR NES À — Y, 2.). 
dt AVA(A- a! Yı + Yo) ( 2) VE 0) (AY; — Yo) (4, + 22) 


Le systéme (3) admet les intégrales premières algébriques, 





My y (y) ome 
| — a ( mn. 2r 4Cr* — 4» [s (2, an 25) — Ufo (2 — 22) xli 2:22] =h,, 


(4) : 





A 
BETEN EN ne 
Vase ON TW) 9) V 


2,25 -- q^ o hs, 


(Yi Yo) (%— 2%) + 2€ ri =, 





h,, ho, hg, étant trois constantes arbitraires que nous pouvons supposer indépen- 
dantes de À. 


5. Les seconds membres des équations (3) sont holomorphes pour X— 9o, 
par suite pour À assez petit ces équations admettent, d’après une généralisation 
du théorème de Caucuy,! une solution développable suivant les puissances 
croissantes et positives de À. 

Pour déterminer cette solution générale, ou du moins les premiers termes 
des développements, nous n’introduirons pas le temps /; nous exprimerons 
Vis Yes o %, %", en fonction de r. Ceci est toujours possible, sauf dans le cas 
où r est une constante, c'est à dire dans le cas connu de LAGRANGE. 

Les relations (4), correspondant aux intégrales premiéres elassiques, donnent 
Yo, 2%, %, en fonction de y,, x", 7, et le système différentiel (3) peut être rem- 
placé par un systéme de deux équations du premier ordre qui déterminent 
y, (r) et t" (r). On formerait facilement ce système pour la valeur générale de À, 
les valeurs de dy. et ds 

dr dr 
holomorphes pour À — o0. 


sont algébriques en h,, h,, hs, À, y, 7, r, et sont 


6. Soit pour le systéme (2), 
fm: £1, 95, qu Yr; r) — (Const 


une intégrale première algébrique, indépendante du temps, et distincte des 


intégrales classiques. 








* Poincaré, Méthodes nouvelles de la Mécanique Celeste t. I. 
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Le système (3) admet, quel que soit À, l’intégrale première algébrique et 
indépendante du temps, 


HO NN Ar py — Const. 


Si l'on y substitue les expressions de y,, 2,, 2,, tirées des relations (4), on en 
déduit que le systeme des deux équations du premier ordre donnant y, (r) et 7"(r) 
admet une intégrale premiére de la forme, 


FR, Ra, Rs, À, Yı, TV, T) — eonst., 


F étant algébrique par rapport à chacune des lettres h,, h,, hs, À, y, 7", r. 

L'expression F ne peut étre indépendante de y, et 7" sinon, ou bien r serait 
une constante et l'on se trouverait dans le cas de LAGRANGE, ou bien F serait 
indépendante de y,, (", r, et par suite l'intégrale premiere f se réduirait a une 
combinaison algébrique des intégrales classiques. 

On peut toujours multiplier l'expression # par une puissance de À choisie 
de telle sorte que la fonction F de À n'admette le point A— o ni comme zéro 
ni comme pôle. La fonction algébrique F de X est alors développable, dans le 


domaine de la valeur À—o, suivant les puissances croissantes et positives de 
1 


A ou de A7. 

Dans ce développement les coefficients des diverses puissances de À sont 
des fonctions algebriques de h,, h,, hz, y,, 7", 7- 

Je puis toujours supposer que pour A— o, F ne se réduise pas à une simple 


fonction de h,, h,, h;. 
1 


En effet poussons le développement de F suivant les puissances de À? 
jusqu'au premier terme dont le coefficient ne se réduit pas à une fonction de 
Ioas oos a OR 

Soit; 

k kl 


F=®(h,,h,,hg,d) + APPS hh. yu olm) + AP. F(h,, ha hs, yo Yo n) 
En remplacant F par la différence, 


F — ®(h,, hy, hy, à) 


SSE s 


À? 





ce qui revient à retrancher à l'intégrale première f une fonction algébrique des 
A ü : ; À ; : 
intégrales classiques, nous voyons que l'on peut toujours supposer que l'on ait, 
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' 1 s : 
(5) M F — FQ, hy, hs, yis 1", 7) A2 F,(h,, hy, hz; Yı> T^, T) + --- =const., 
F, n'étant pas indépendant de y,, x" et r. 


7. Faisons À — 0; le système (3) se décompose en les trois systèmes séparés 


(6), (7), (8), 





- d 
(6) a — a, ry, + zy (02, + My 2;) — Oy 1" 
dy, 
| = = QT» 
( , 
7 | (aaa ee ale 
dt 4ABCa, ” 
| E = — rs +97" 
dz 
(8) WP 12— B. ys" 
dr" 
us = Y2(B2 2, — B. 22) 


Los Dis Ans Las Bi, B, étant des constantes dont les valeurs sont, 

















A—C)(B—C) (ira ee 
Mage am Vz Hu VG 
BEC FE B= ASG 
(9) 1 2% y B ATA de | ume Em ; 
ZI I a — 2f ER PE — TS 
Are EL on TAC) VB: 


En faisant A— 0 dans les relations (4), on en déduit que le système des 
équations différentielles (6), (7), (8), admet les intégrales premières algébriques, 


B—4A 2 2 LC) 
(A —C)(B—C) 295 + 4Cr?=h, = 4Ca, 


=) zs 2, + %2%)y, + 20ry" =, 


0 


»,I!2 
2,25 + 1 3 — hs, 


a étant une constante arbitraire remplaçant /,. 
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On peut le vérifier d'une facon directe et l'on obtient les relations simples 
suivantes entre les constantes introduites, 





| CB, — a (2 +1), Cia (E —1 

(xr) 0 0 
1 B— A R= 
ee ne ea Coe um 





8. Dans la suite y, y,, 2, 2%, 7", designeront les solutions du système 
(6), (7), (8), exprimées à l’aide de r. Ceci est toujours possible si r n’est pas 
une constante, c’est à dire si À est différent de B. 

Comme dans le cas général nous tirons des relations (10) les valeurs de 
Yo, 4 %, à l'aide de y,, 7" et r. Il en résulte d'abord, 


et le systéme (6), (7), (8) peut étre remplacé par les deux équations du premier 
ordre, 








dr as (r?* — a?) 


Les seconds membres sont supposés exprimés en fonction de h,, Rs, hy, 44, sr, 
à l'aide des relations (10) et dépendent algébriquement de ces grandeurs. 


9. En faisant À —o dans la relation (5) nous en déduisons que le système 
(12) admet l'intégrale première algébrique 


(13) Fo, ha, Aa, gus s 7) — const. 


F, ne peut être indépendant de y, et 7" sinon la fonction r(f) solution du 
système (6) (7) (8) serait une constante et l'on aurait À — B. 

L'égalité (13) montre que les fonctions y,(r), 7"(r), solution du système 
(12), et r, sont liées par une relation algébrique. En exprimant cette propriété, 
nous obtiendrons des conditions nécessaires d'existence d'une intégrale premiére 
algébrique nouvelle pour le systéme différentiel (1). 
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Etude des conditions nécessaires. 


10. Cherchons à former le système (12) explicitement. 

La première des relations (10) donne y, en fonction de r et les deux der- 
nieres donnent pour z, et z, des expressions irrationnelles en 7". 

Pour éviter les difficultés résultant de cette irrationnalité, nous introduirons, 
au lieu de 7", une fonction auxiliaire choisie de telle sorte que le système 
différentiel devienne rationnel. Cette substitution est d’ailleurs possible d’une 
infinité de manières. 

La seconde des relations (ro) s'écrit, 








04 24,.-]- Lo Z — Ay * — 
et si nous posons, 


Q2,— 052, — 


nous caleulerons de suite z, et z, à l'aide de u et 7", et d'une facon rationnelle. 
Les deux expressions u(r) et 7"(r) sont liées par la relation, 


ow 


(hi — 4C h, rq" + 4C2a?7'") — uv? = 44, 2, h. 
2 4 i + í 494 3 


Su 


deduite de la troisieme des relations (10). 
Si nous prenons comme nouvelle variable, 


a r 
(14) 042, — Oy Z5 + " [2 Cay" —h, - z =v, 


au lieu de 7", la relation précédente s’écrira 


a, ho r 912 I v I 
(15) Le + oan . | — 92 h} - 7 + 44, 0 h; — 4Caa,* ae iE 
. dux dou: : TUE r^ 
Les expressions da Im tant rationnelles en y, et 7", les relations (14) 


et (r5) nous permettront de substituer au système (12) un système différentiel 
contenant les expressions y,(r) et v(r) d'une facon rationnelle. 


Pour calculer m on peut utiliser directement la relation (r4), mais il est 


plus simple de remarquer que l'on a, 


80 + Ed. Husson. 


dw "p msn ; 
T EU Î =n Al 


et par suite, 
pea pice 
E a dt 
En se servant du systéme (6) (7) (8) et des relations (rr) on obtient 
immédiatement, 
d*u Bu e 
dé \4ABCu *: : 





ou bien d’après les relations (ro), 


d'u 
dt? 


= ED 





Il en résulte, pour définir v, l’equation différentielle 


dv 
dt — AV, 
et l’on constate que l’équation, 
v0, 


est une équation intégrale du systeme (6), (7), (8), ou du systeme (12). 


11. Pour simplifier la premiere des équations (12) nous introduirons, au 
lieu de y,, l’expression, 
y = Yi Y2: 


On a de suite, d’après le système (6), (7) 


di 
ES = a, 2, (h, — 2 C r1) — a; y; da 


ou bien en remplaçant x" en fonction de v, 








dy h, z(B—A) 2 A zx. I | dt T le h 
dt sal 2A Ba, Ys «ny. 4Caa, a yi + 2 Conny] v +5], 


h étant une constante arbitraire remplaçant Ah, et donnée par l'égalité, 


A—B,,, 
h = ABh, (h} ai h, hs) : 


Finalement le systéme (r2) est remplacé par le systéme rationnel simple, 
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dv a v 
dr 9 r?—a? 

(16) 
dy r r h 
3 — a Faq, + 10,0, + A, 2) — | E + | 
ay Vr? — a? Vr? — a? v 


d,, Q5, a, a, étant des constantes numériques non nulles. 
Pour arriver aux équations (16) nous avons supposé essentiellement que 
les trois différences, (4 — B). (B — C), (C— A) sont différentes de zéro. 


12. Les fonctions v(r), y(r) s'expriment algébriquement à l'aide de y,, 7", v, 
done, les nombres A, B, C étant tous distincts, pour qu'il existe une intégrale 
algébrique nouvelle il est nécessaire que les fonctions v(r), y(r) et r soient liées 
algébriquement. 

Or en intégrant le systéme (16) on a, 


1 


y — a\?2% 
v—k- | P 
r+a 


> 


== I 
y —a,r-4a,Vr? —a? + | [ass + ai 





k étant une constante arbitraire. 
ll en résulte que les fonctions, 


= | as 9%, + 4,2%, 7 


D 





À' étant une arbitraire, doivent être liées algébriquement avec la variable in- 
dépendante r. 

Je dis que cette condition ne peut étre satisfaite que lorsque le centre de 
gravité du solide pesant coincide avec le point de suspension. 

Les trois nombres A, B, C étant distincts, le système différentiel initial est 
symétrique en p, q, r et nous pouvons toujours supposer que le nombre C est 
compris entre A et B. Le nombre 4, est alors imaginaire et la fonction w(r) 
n'est jamais algébrique. 

Il en résulte que z(r) s'exprime algébriquement à l'aide de w et r. 

Or les conditions initiales étant arbitraires, la condition précédente est 
satisfaite quelle que soit la constante arbitraire h’ et comme w est indépendante 
de h', les deux intégrales, 


Acta mathematica. 31. Imprimé le 27 août 1907. 11 


82 : Ed. Husson. 


0595 t 0,2, 








s'expriment algébriquement à l'aide de » et w. 

Considérons un plan sur lequel nous représenterons les valeurs prises par 
la variable indépendante r et faisons décrire au point représentatif de r un con- 
tour fermé trés petit entourant le point r — a. La fonction w est multipliée par 
une constante et par suite les intégrales, 


> 


r 
J’, = | (a. Oz ith zo | wdr 


V r? Ln a? 


r 
> 


4 | = a? w 











s’expriment algébriquement à l'aide de r et w. 
En comparant à J, et J, on en déduit que les quatre intégrales, 


Js a | war, J| 
ES a Ze A 


doivent s’exprimer algébriquement à l’aide de r et w. 


Lemme abélien auxiliaire. 


15. Lemme. Soi P(x) une fraction rationnelle, Q(x) un polynome entier en x 


ou une fraction rationnelle admettant comme pôles simples certains zéros ou pôles de 
EG) emer. 


OD) IP“, IE) [s dz, 


a élant un nombre irrationnel réel ou un nombre imaginaire. Si J(x) s'exprime 
algébriquement à l'aide de y et x, on a nécessairement , 


= f(x) =f COMMS bates 
yx) 


J (x) 
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f(x) étant une constante on un polynome entier en x dont le degré surpasse d'une 
unité le degré de la fraction rationnelle Q (x). 
L'intégrale J(x) est évidemment holomorphe pour toute valeur finie de x, 
distincte d’un zéro ou d’un pôle de P. 
Soit r —« un zéro d'ordre m de la fraction rationnelle P. 
On a, 
y (e) — (e — ayn. y, (a) 


y,(x) étant holomorphe et différent de zéro pour x — a. 


: I 
La fonction —— 


y, (x) 
de zéro; on a done, 


J (a) f: Q(x) t dx le Bo 5 


nm a) Yı 


est aussi holomorphe pour «=a, puisque y, (a) est différent 











mere Lo OT a) +b,(e a) + ---]da, 


V 


E étant un entier au plus égal à l'unité. 
En intégrant, 








I 1 , > , 9 Y 
J (x) (x — aym#+E-1 4 [b, | b, (x a) xis b. (Ga)? ir -> 2] + C , 
b,. b, b,,... étant des constantes numériques fixées, C une constante arbitraire. 
Dans le domaine du point «=a, on a d’après l'égalité précédente, 
(17) y) J (x) — g(x) + CP*, 


(x) étant une fonction holomorphe. 

Si la fonction J(x) s'exprime algébriquement à l'aide de x et y il en est de 
méme de J augmentée d'une constante. 

Il nous suffit done de considérer la fonction J pour laquelle la constante C 
introduite par l'intégration dans le domaine du point # — a est nulle. 

Le produit y(x).J(x) s'exprime algébriquement en x et y. 

Soit, 

2) Me) — (ae es): 


Dans le domaine du point r— «, on a d’après ce qui précède, 
(18) f(x, y) = $(@).. 


Considérons un plan sur lequel nous représenterons les valeurs prises par la 
variable a. Donnons à x une valeur arbitraire 2, voisine de a, et, faisons 
décrire au point représentatif de z à partir de x, un nombre quelconque de 
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cercles de centre a; la fonction holomorphe £(x) garde la méme valeur et y(x) 
prend une infinité de valeurs distinctes en progression géométrique. Or si la 
fonction algébrique f(x,, y) dépend effectivement de y elle ne peut garder la méme 
valeur que pour un nombre fini de valeurs de y; il faut done pour que l'égalité (18) 
soit possible que la fonction f soit indépendante de y, c'est à dire que l'on ait, 


(19) y(æ) . J (x) = f(x), 
f étant une fonction algébrique. 

Les seules valeurs finies de x pour lesquelles f(x) peut ne pas être holo- 
morphe sont celles pour lesquelles l’un des deux facteurs y ou J cesse d’être 
holomorphe. Ces valeurs sont les zéros et les pôles de la fraction rationnelle P, 
exception étant faite pour le zéro particulier x — a. 

Soit r— b un autre zéro de la fraction rationnelle P, on a dans le domaine 
de ce point, d’après l'égalité (17), 


f(x) = y, (x) + €,P*, 


¢,(v) désignant une fonction holomorphe, C, étant une constante d'intégration 
déterminée. 

Comme P*% admet le point xz — 0 comme point singulier transcendant, cette 
derniére égalité exige que la constante C, soit nulle. 

Si les points z —a ou z— b sont des pôles au lieu d’être des zéros, il suffit 
dans le calcul initial de changer m en — m. On constate que l'égalité (17) est 
conservée, par suite le résultat que l'on vient de démontrer pour les zéros de P 
s'étend aux poles. 

La fonction algébrique f(x) est donc holomorphe pour toute valeur finie de x. 

Etudions sa nature pour x infiniment grand. 

Posons 


Si les fractions rationnelles P et Q sont respectivement de degrés n et m, 
on aura, 


I I 
y = nu iG), Q—-u wx). 


y, et y, étant holomorphes et différents de zéro pour z — o. 
On en déduit, 


J (x) = — fan, (b, + b,z + bz + -:-) dz, 


ou bien, en intégrant, 
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J (x) — zm, (9, + D e + Bet +.) CS, 


b bi, b,,:.. étant des constantes numériques, C' une constante d'intégration 
déterminée. 
Par suite, on a, 


I 


flee) = (2) I) = er 0) + ul) = 


(2) étant holomorphe et différent de zéro pour z — o. 


Comme z?^ admet le point z—0 comme point singulier transcendant la 
constante C' est nécessairement nulle. 

Si m, est supérieur ou au plus égal à — r, le point à l'infini est un pöle 
d'ordre (n, +1) de f(x) et comme f(x) est holomorphe pour toute valeur finie 
de a il en résulte que cette fonction algébrique est un polynome entier en x de 
degré (n, + 1). 

Si n, est inférieur à — tr, le point à l'infini est un zéro pour f(x) et la 
fonction algébrique f(x) se réduit à un polynome identiquement nul; l'intégrale 
J(x) ne peut s'exprimer algébriquement à l'aide de y et x. 


14. Ce lemme peut être généralisé et appliqué lorsque Q est une fonction 
rationnelle quelconque. 


Dans ce cas il est dabord nécessaire que les résidus du quotient o cor- 
y 


respondant aux pôles de Q distincts des zéros et pôles de P, soient nuls; sinon 
J(x) admettrait des points singuliers transcendants distincts de ceux de la 
fonction y(x). | 

Cette condition étant supposée satisfaite, les seules singularités de la fonction 
y(x).J(x) seront des pôles connus et il suffira de reprendre la démonstration en 
considérant le produit R(x).y(x).J(x), R(x) étant un polynome connu choisi 
de facon que ce produit soit holomorphe pour toute valeur de x. 

Les conclusions du lemme subsisteront done, f(x) étant une fraction ration- 
nelle dont le numérateur est de degré déterminé et dont le dénominateur est 
un polynome connu. 
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Démonstration de l'impossibilité. 
15. Revenons aux intégrales J,, J,, J;, J,, et exprimons qu'elles se cal- 
culent algébriquement à l'aide de r et w. 


Si a, est différent de zéro, on a nécessairement d'aprés le lemme démontré, 


| dr _br+e + const. 
w W 


b et e étant des constantes. 
On en deduit en derivant, 


ou bien, 
w Op r?—a® br+c 


relation manifestement impossible. 
On a done, 
cip - yin Mead 
aus | 50r p/ aes’ à 
il ;— + 04 — 
3 0 B Yo A 
Si l’on reprend la question en échangeant y, et y, on démontrera de même 


que l’on a, 


et il en résulte, par comparaison, 


Ty = Yo = 0. 


Considérons l'intégrale J,, on a, 


J 2 rdr 2 I rdr 
Ar 20 RUE Een Mc ve entre 
r—a 2%0 : : 2 Ir—a 2% 2 
p | : | a 02) c | : 
r+a (Pos d 
Done si l'on pose, 
ü i 
Y—a\2% 2 
P= | 
r+ a) 


et si z, est différent de zéro, on a d’aprés le lemme, 
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2 





I rar br +e ; : 
c | per cer e + eonst., 
IP n Ww, 
et en dérivant, 
r I br+e 
——f a Li 3°? 
PSO) ty UE CA 


ou bien 
(r + a)[(x — b}r + abl-alı —= | (br + c). 


On en déduit, 


et il reste, 


ce qui est impossible. 
Done si A, B, C sont distincts il est nécessaire pour qu'il existe une in- 
tégrale algébrique distincte des intégrales classiques que l'on ait, 


Lo — Yo — 29 — O 


ce qui établit le résultat. 


16. On peut appliquer les raisonnements et les calculs indiqués à l'étude 
des conditions ou domaines d'existence des intégrales premières uniformes; la 
seule difficulté est d'obtenir une représentation précise et compléte du domaine 
d'existence d'une fonction uniforme de plusieurs variables. 

On peut aussi lorsque A, B, C, sont distincts, rechercher dans quelles 
conditions initiales particuliéres il peut exister une intégrale, algébrique nouvelle. 
On rencontre de suite les relations possibles correspondant aux cas signalés par 
M. Hess et par M. STAUDE. 


17. Lorsque l’ellipsoide d'inertie relatif au point de suspension est de 
révolution, c'est à dire lorsque l'on a, par exemple, 


Al = 155 


on sait que M° KovaLkvsky a obtenu une quatrième intégrale algébrique, pour 
un solide de configuration spéciale. 

On avait espéré que ce résultat remarquable pouvait être généralisé. 

Pour étudier ce problème on peut, d’un grand nombre de manières, in- 
troduire un paramètre dans le système différentiel. Tous ces paramètres ne 
conviennent pas également et l'intérêt d'une démonstration directe du théorème 
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de M. PorwcaRÉ consiste en ce que l'on sépare les procédés qui ne conduisent 
pas au théorème de M. Poincaré. Quelles que soient les recherches auxiliaires 
dont on les entoure, ces procédés ne peuvent évidemment étre utilisés pour 
aborder le fond de la question. 

Pour A — B, les nouvelles variables introduites prennent une forme simple, 
on peut poser, 


Yi = P iq, y;— p— iq, 


PE E smal - Pll 
2—=717 271, eo UN, 





mais pour À—o r devient une constante, et il semble impossible d'obtenir des 
conditions nécessaires complémentaires si loin que l’on pousse les développements 
des solutions du système différentiel suivant les puissances de À. 

La même singularité se présente d'ailleurs si l’on adopte le paramètre y. 
utilisé par M. PorNcaRÉ. 

Si l'on remplace y,, z,, 7, par py,, pz,, pl, en désignant par p un paramètre 
arbitraire, on obtient un nouveau système différentiel holomorphe! pour p — o. 

En développant les solutions suivant les puissances de p on arrive, comme 
je l'ai montré dans un mémoire récent,? aux résultats complets suivants: 

Les conditions initiales étant supposées arbitraires, les lettres A, B, C, repré- 
sentant les moments d'inertie ou des nombres positifs quelconques, toute intégrale 
première algébrique et indépendante du temps du système différentiel définissant le 
mouvement d'un solide pesant autour d'un point fixe est une combinaison algébrique 
des intégrales classiques. 

Il wy a exception que dans les cas d’EULER, DE LAGRANGE, et de M* Kova- 
LEVSKY. 

Lille le 5 juillet 1906. 





! Lorsque A est différent de B cette propriété est inexacte. 
? Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (1906) et Theses présentés à la Faculté des 
Sciences de Paris (1905). 
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SUR LES FONDEMENTS DE LA THEORIE DES ENSEMBLES 
ET LE PROBLEME DU CONTINU 


PAR 


J. KONIG. 


à BUDAPEST. 


2me communication. 


Ces quelques pages se rattachent directement aux développements que j’ai 
donnés sous le méme titre il y a quelques mois (Acta, T. 30 pag 329.) Cependant 
le mode de raisonnement ! exposé au paragraphe 3 de mon précédent article ne 
sera pas utilisé ici. Je lui substituerai, pour étayer mes vues demeurées les 
mémes, une méthode nouvelle, qui repose essentiellement sur un approfondissement 
et une généralisation du concept de «définition finie». 

Je ferai précéder cette exposition d’une seule remarque de principe. Poser 
les fondements de la théorie des ensembles, c’est exprimer sous forme explicite, 
c'est légaliser certains faits qui relèvent de l'intuition interne de notre entende- 
ment; en sorte que notre «pensée scientifique» se trouve être elle-même objet 
de la pensée scientifique. Cette parenté de la théorie des ensembles avec la 
logique et la doctrine de la connaissance est inéluctable, et elle apparaît déjà 
dans les éléments de l’arithmétique. 

Dans cet ordre d'idées, la logique algébrique, créée à limitation des mathé- 
matiques, pourra, telle qu’elle est aujourd’hui, nous rendre des services: néanmoins, 
à elle seule, elle ne nous fera pas triompher des difficultés du problème. Les faits 
et les principes sur lesquels repose notre pensée scientifique doivent être analysés 
de plus prés qu'ils ne l'ont encore été, et — avant tout — il est nécessaire de 
eréer une discipline, que par analogie avec la «Physique mathématique», je serais 
tenté d'appeler: Théorie de l'évidence logique. 


! Ce raisonnement peut et doit être modifié conformément aux nouveaux concepts, qui 
vont étre traités ici. 


: Aun 2 
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Je me propose de poursuivre prochainement mes recherches en ce sens dans 
une publication plus détaillée. 


l. Les éléments du continu dont la définition est finie forment un ensemble 


dénombrable que l'on peut écrire comme il suit, suivant le type o: 


(Omas Chie eye a om Chia) do) 
(MPa Ia. Pas Y 

(I) 
(ig (hy GS 6 oan 2525 5 53) 


Dans ce tableau, les a;; sont des entiers positifs queleonques, car nous avons 
défini le continu comme étant l’ensemble des objets 


(Gees oa es 0159 939) 


oü a; désigne un entier positif quelconque. A l'aide du tableau (I), — appliquant 
un procédé semblable au «procédé diagonal» de Cantor, c'est-à-dire posant 


dj =O +d, (IT) 


— nous pouvons définir un nouvel élément du continu, soit (a,, a, ...)—atd), 
où d a une valeur entière positive déterminée. Toutefois la définition de al 
ne sera exempte de contradiction qu'à la condition que a ne figure pas dans 
le tableau (I), c'est-à-dire n'ait pas une définition finie. En effet, si a figurait 
dans (I) (par exemple à la ni" ligne), l'égalité (II) ne pourrait pas être satisfaite 
pour k=n, puisque l'on devrait avoir à la fois a, — a4, et An — a4, + d. Il 
semble done que la définition de a, définition que nous avons établie en nous 
servant d'un nombre fini de signes, est une définition contradictoire, partant 
impossible. Mais, d'autre part, il nous est également impossible d'écarter comme 
faux le «fait» que nous tirions directement de notre intuition, à savoir qu'à 
l’aide du «procédé diagonal» nous pouvons réellement former un nouvel élément 
du continu. Ce paradoxe, si étrange en apparence, va précisément nous per- 
mettre d'approfondir d’une manière fondamentale les méthodes logiques qu'il 
convient d'employer dans la théorie des ensembles. Le sens de la méthode du 
«procédé diagonal» est clair et inattaquable: la contradiction n'apparaît que 
lorsque nous cherchons à exprimer ce sens sous la forme d’une définition finie. 
C'est la ce qui est impossible. Si nous pouvions, — sans en modifier le sens, — 
changer la forme de notre définition, de manière qu'elle ne soit plus une défini- 
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tion finie, alors nous aurions ‘à faire à une définition véritable et non-contra- 
dictoire de l'élément du continu a. Ainsi il nous faut, — et il en est fré- 
quemment ainsi: il en est ainsi, à vrai dire, chaque fois que nous précisons notre 
pensée scientifique sur quelque point essentiel, — il nous faut, dis-je, perfectionner 
notre «langage». C'est à quoi nous parviendrons de la manière suivante. 

A côté des définitions finies, nous introduirons des définitions que nous appel- 
lerons «pseudofinies». Ces définitions s’exprimeront par une infinité (dénombrable) 
de signes (mots, lettres); mais, à partir d’un certain rang n (n nombre ordinal 
fini), il n'y figurera plus qu'un seul et méme signe (N.V.).! Pour donner un sens 
(contenu) à ces définitions, nous dirons: une définition pseudofinie équivant, 
comme sens, à la définition finie que l'on obtiendrait en supprimant tous les signes 
(N.V.), c’est-à-dire en se bornant aux » premiers signes. La condition nécessaire 
et suffisante pour que la suite infinie de signes considérée constitue une définition 
logique, est que, sans arbitraire et sans contradiction, la suite finie correspon- 
dante (que nous appellerons partie principale de la définition pseudofinie) dé- 
finisse (quant à son sens, non nécessairement quant à sa forme) un élément du 
continu. 

Ainsi avec une définition finie, on pourra former différentes définitions pseu- 
dofinies: il suffira d’adjoindre (N.V.) un nombre de fois égal à o, o -- 1, 6 42, ... 
en général à «, en désignant par « un nombre quelconque de la seconde classe 
de nombres Z(w,). 


2. D'aprés ce qui précéde, il existe des éléments du continu qui, par la 
partie principale de leur définition, sont sans doute entiérement déterminés, 
mais dont la définition cependant ne se dégage de toute cpntradiction que lors- 
qu'on adjoint à la partie principale finie (H) le signe (N.V) répété w fois. La 
définition d'un tel élément sera parfaitement représentée par l’image H(N.V.)°. 
Mais il faut soigneusement distinguer cette image de la définition proprement 
dite: car cette dernière, pour être formellement exempte de contradiction, doit 
comprendre une infinité de signes. L'ensemble des éléments du continu dont la 
définition est donnée par une image telle que H(N.V.)”, — en y comprenant 
méme tous les éléments à définition finie, — formera un ensemble dénombrable: 
en effet, à deux éléments différents correspondent nécessairement des parties 
principales différentes, et celles-ci constituent un ensemble dénombrable. 

L'ensemble dénombrable d'éléments du continu que nous obtenons ainsi, — 
en y comprenant les éléments à définition finie, — sera représenté, suivant le 





! (N.V.)= ne varietur. 
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type o, par les parties principales à définition finie de ces éléments. Mais, à 
cet ensemble de type o, que nous écrirons explicitement sans le forme. 


Crus Orig Okage Ut» at) 

CODE ND ENS RUD N) 

s^ RUE (IIT) 
(bii, bio, bis, P by, .. B) 

nous pouvons de nouveau appliquer le «procédé diagonal». La loi 


by = bir + d, 


nous donne de (b,, b,, ...) — b/? une définition qui, à son tour, est contradictoire 
dans sa forme, puisqu'elle est finie. Mais, cette fois, nous ne pouvons plus lever 
le contradiction en introduisant le signe (N.V.) répété w fois: car, sous cette 
nouvelle forme encore, la définition figure dans le tableau (III) à un certain 
rang n, de sorte que la condition b, —b,, + d ne saurait être remplie. Si 
cependant nous introduisons ce +1 signes (N.V.) ou davantage, nous obtenons 
une définition exempte de contradiction. En procédant de la méme maniére, on 
formerait des suites finies qui ne constitueraient des définitions exemptes de 
contradiction qu'aprés adjonction du signe (N.V.) w + 2 ou w + 3, etc. fois répété. 

Soit alors » le plus petit nombre de la seconde classe de nombres qui jouisse 
de cette propriété qu'une suite finie donnée de symboles, H constitue une defi- 
nition non-contradictoire lorsqu'on lui adjoint « fois (N.V.): nous dirons que 
H est de rang à. La définition pseudofinie ainsi déterminée sera représentée par 


ENV Ee 


Ici encore, bien entendu, cette représentation ne doit pas étre prise pour une 
définition (la definition devrait comprendre une infinité de signes): il ne faut y 
voir qu'une image caractéristique de la définition. Lorsque à un nombre a cor- 
respond, comme il a été dit, une partie principale H, nous dirons que « est de 


première espèce. Il en sera ainsi si 


H (N.V.)* 


est l'image d'une définition pseudofinie non-contradictoire, tandis que, pour tout 
a! inférieur à a, 


H(N.V.)* 


présente encore une contradiction formelle. 
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3. Les considérations qui précèdent nous conduisent finalement à ce ré- 
sultat que, si l’on était en droit de regarder la deuxième classe de nombres comme 
un ensemble, c'est à dire comme un composé d'éléments parfaitement séparés et 
distingués, cet ensemble serait dénombrable. Nous démontrons en effet que, si 
l'hypothèse était admise: d'une part, les nombres de première espèce seraient 
dénombrables; d'autre part, tout nombre de la deuxième classe serait de pre- 
miére espéce. 

De fait, l'ensemble des suites finies de signes telles que H est dénombrable, 
et il en est de méme, par suite, de l'ensemble des nombres de premiére espéce, 
puisqu'à des a différents correspondent par définition des H différents. 

Supposons d'autre part que les nombres de la seconde classe ne soient pas 
tous de première espèce: il existerait alors nécessairement un premier 4, plus 
petit que tous les autres, qui ne serait pas de première espèce, tandis que 6, 
w + 1, ete. seraient de première espèce. Mais ceci conduit à une contradiction. 
En effet, les suites finies de signes dont le rang est un nombre de la deuxiéme 
‘classe, sont dénombrables, puisque l'ensemble de toutes les suites finies de signes 
est lui-même dénombrable: nous pouvons donc les désigner, suivant le type c, 
par H,, H,.... Soient o,, 9,,... les rangs correspondants. Les définitions 
pseudofinies 

FR ENE Via) ae H,(N.V.), (IV) 


definiront respectivement les éléments du continu 
(Qi, 412, -- 3] 
eek € 
(air, ais, | ; 
Appliquant à (IV') le «procédé diagonal», 
Qj — Gxx + d. 
et désignant par H, l'énoncé de ce procédé, nous voyons que la définition. 
H,(N.V.)* 


sera exempte de contradiction. puisque, par hypothèse, (IV) ne contient aucune 
définition de la forme A,(N.V.)*. Tout s; inférieur à =, figure dans le tableau 
(IV) et, dés lors, la definition H,(N.V.)“ est contradictoire. Il en résulte que FT 
est de rang »,, c'est à dire que le nombre ordinal transfini «, est de première 
espèce. Ainsi nous sommes bien conduits à une contradiction si nous supposons 
que la seconde classe de nombres comprend des nombres de seconde espèce. 
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SUR LES SERIES DE MAC-LAURIN A PLUSIEURS VARIABLES 


PAR 


HENRI DULAC 


à GRENOBLE. 


1. La théorie des series de TayLor et de Mac-Lavrin à plusieurs variables 
présente, dès ses débuts, une importante lacune qui a été signalée par plusieurs 
mathématiciens. ! Pour nous borner au cas de deux variables, soit 


(x) F(a, y) FE SN AER y) = ps (dno x” ar Cr) ey DES nr: ao, ny”) 


une série de polynomes homogènes. Dans les théories classiques, on sépare 
chaque terme f, en ses éléments et l’on considère la serie double: 


(2) ZN an ga2y2. 


Si cette série (2) converge absolument pour zr — z,, y — y,, elle converge 
absolument dans le domaine |v| « |v,|, ly| « |y,| et represente dans ce domaine, 
une fonction analytique et holomorphe de 2, y. D’ot une suite de conséquences 
classiques. 

Mais si on laisse intacts les termes de Ja série (1), que peut-on dire sur la 
convergence d'une telle série et sur la fonction qu'elle représente? En particulier, 
si une série (1) converge uniformément pour toutes les valeurs réelles de x, y suf- 
fisamment petites, converge-t-elle pour les valeurs imaginaires et représente-t-elle une 
fonction analytique de x, y, holomorphe pour x —0, y —0?* 

L'affirmative paraissait trés probable; mais il n'en existait pas de dé- 
monstration rigoureuse. J'ai pu établir cette démonstration:? une série dont les 





1 Voir une Note de M. ParxrEvÉ (Comptes rendus 2° semestre 1899, p. 27). 

? En dehors de son intérét général, la question se pose, ainsi que nous le verrons, dans 
des applications importantes. 

* Comptes Rendus: 3 août 1903. 
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termes sont des polynomes homogènes; à un nombre quelconque de variables, definit une 
fonction holomorphe dans le voisinage de l'origine, à condition que cette série soit uni- 
formément convergente dans le domaine D formé par l'ensemble des valeurs des variables 
réelles et voisines de zéro. Ce théoréme reste vrai, méme en supposant le domaine 
D bien moins étendu. Par exemple, la série (1) définit une fonction holomorphe 
pour æ—7y—o, si cette série converge uniformément pour x et y coordonnées 
des différents points d'un arc de courbe (autre qu'une droite possant par l'origine) 
tracé dans le plan réel roy. 


3. Lemme. Si un polynome f(x,, x,,... v4) homogène ou non, de degré au 
plus égal à m par rapport à chacune des variables, reste inférieur en module à un 
nombre M, lorsque les affixes des variables x,, %,...%q occupent, chacune dans 
son plan, toutes les positions possibles respectivement sur des arcs de courbe 
C,, C,,... C4, les coefficients de ce polynome sont inférieurs en module à Mir; 
A me dépend mi des coefficients du polynome, ni de son degré, et ne dépend que des 
arcs C,, C,, ... C4 considérés. 

Avant d'établir le théoréme dans le cas le plus général, je considére les 
deux cas particuliers suivants: 1° un polynome f(x), de degré n, reste inférieur 
en module à J, lorsque x est réel et varie entre o et 1; 2° le module de f(x) 
reste inferieur à J/ lorsque x décrit un are de courbe C. 

1°. Soit f(x) le polynome de degré n. En posant, + — cos?w, on a 


5 b 
(1) f (cos? w)= b, cos 2nw + b„_1 eos 2(n — 1)e + -- + = 
avec 

+e 


I 
by —— | (cos?) cos 2 po du. 
7t 


On a par suite: 
LM 


lp «- [Mdo, — |b|«2m. 


D'autre part comme on a 


Va + Van)? + (Ve Van? 


2 





COS 2 po = 


, 


cos 2pw est un polynome en x et la somme des modules des coefficients de ce 
polynome sera inférieure à 
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(x Va)? + (1 Vo)? 


I] 


ce qui peut s’cerire 


3 ae m ub j 5 or 
Cette quantité est inférieure à , ear d'aprés une propriété connue de la 


somme des puissances de deux nombres dont la somme est constante, on aug- 
mente la somme des deux puissances considérés en remplacant 2V 2 par 3. 
La relation (1) nous donne f(x) comme une somme de. polynomes et nous 
montre que la somme des coefficients de /(x) sera inférieure à 
6r+l— ı 
M (6" + 671+ --- -E6-E1) — M = 5 
5 

On reconnait facilement que cette somme est inférieure à 7211. 

Chacun des coefficients du polynome f(x) est donc inférieur à 7” 1. 

Au reste la valeur du coefficient numérique élevé à la puissance » n'a pas 
grande importance pour l’objet que nous avons en vue; l'adoption méme d'une 
limite supérieure telle que 2 x 6" / n'entrainerait aucune modification dans les 
raisonnements et fournirait au contraire des limites plus avantageuses pour la 
convergence des séries que nous voulons considérer. 

2°. Montrons d'abord que si un point X décrit un are de courbe C et si 
on considère q points fixes A,, 4,,...A, placés d'une facon quelconque le 
produit 


TSX GONE REIN AN, , 


prendra nécessairement des valeurs supérieures à 0%; 9 étant un nombre que 
nous déterminerons et qui ne dépend que de la forme de l'are C. 

Projettons les points A,, 4,,... 4, en 4°, 4,,... 4, sur une droite. Un 
point X de lare C se projettera en X' sur un segment (€ projection de C. On 
peut supposer la longeur / de C" différente de zéro. (Il n'y a qu'à prendre l'axe 
de projection parallèle à la plus grande corde inscrite dans l'are C). Le produit 
Il sera supérieur au produit 


IUE NOE X A. 


q 


On ne pourra encore que diminuer ce dernier produit si on remplace chacun 
des points A’ qui se trouve en dehors du segment €' par un point placé à celle 
des extrémités de C' qui est la plus rapprochée de A’: nous supposerons done 


Acta mathematica. 21. Imprimé le 11 mars 1905. 13 
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que tous les points A’ sont situés Sur le segment C'. Si nous prenons ensuitet 


par rapport a une des extrémités de C". la figure homothétique, dans le rapport DU 
de l’ensemble des points de C' et si nous désignons par 6,, b,, ... b,, u, les 
distances à l'extrémité considérée des homologues des points 4°, 4,,... 4°, X 


on a 


II! — l'2|u — 5, | x |u— 5, |x :-- x|u—5, [zx |9(u)]|. 


Je dis qu'il est absurde de supposer que lorsque « varie entre o et 1 le module 


de y(u) ne prend pas de valeurs supérieures a En effet s'il en était ainsi, 


I 

(14) 

- x exe : ue EE Il? tT 

d'après 1° les coefficients de 4 seraient inférieurs à ^, -| | . En particulier la 
14 2 


somme des racines de # serait inférieure à et comme toutes les racines sont 


Fe - 5 : I : 
positives, toutes les racines seraient comprises entre o et ^: q(u) serait alors pour 
2 


qs EN : E à 
u—1 supérieur à IH ce qui est en contradiction avec notre hypothése. Le 


I 


: ah: ee : 
module de J/' deviendra donc supérieur à = . On peut toujours trouver un 


: " é ee : I 
point X, tel que le module de // soit supérieur à e. [o— |. 


14 
Ceci posé considérons le polynome f(x) dont les racines sont a,, a... dp. 
Soient A,, A.... 4, les affixes de ces racines et X l’affixe de x. Nous suppo- 


sons que, lorsque X décrit un are C, le module de f(x) reste inférieur à M. 
Prenons dans le plan de la variable complexe x et sur l'axe des quantités réelles 
le segment (S) dont l’origine et l'extrémité ont respectivement pour abcisses 
o et 1; soit ¢ labcisse d'un point 7 de ce segment. Je puis déterminer un 
nombre / tel que la distance d'un point quelconque de 5 à un point quelconque 
de C reste inférieure à /. 

Soient I, 2, 3,...,q les indices des racines pour lesquelles la distance X A; 
n'est pas constamment supérieure à /, lorsque X parcourt C, tandis que pour les 
indices q -- 1, g+2...n, X À; reste supérieur à /. Pour les racines a,, a,, .. . dq, 
T A; reste inférieur à 2/; en effet soit X; un point de l'are C pour lequel on ait 
X;A;«l on a : 
T A; « LUKE, == X;A;« al. 

On aura done 
TA, dA TA (22), 


= X = do Vi = 
OF xa, Ra * Ta, Sara an 
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et si on prend pour X le point X, pour lequel le dénominateur du second membre 


BR : À N > Re , [242 et : 
est supérieur à 07, on voit que Q sera inférieur à | | . Considérons le produit 
0 
4 T Aqu x TA c» x 5 TA; 


Pis XT, X A, SEG CAM 


Onva pour gr 9 +2, "En 


T Ai, TX+XA; TX 
: = = 
X À; X A; X A; 
et comme on a TX </ et XA;>/, le rapport considéré sera inférieur à 2 et R 
sera inférieur à 2-4. 

En désignant par x, la quantité complexe qui a pour affixe X, nous aurons: 


Ty — 04) (x,—2a,) ... (zx, —An) 


2l. 


0 


b 


« designant le plus grand des deux nombres 2 et 


Nous aurons donc, pour f variant entre o et r, 


If) «€ | f(a) let < Mer. 


La limite supérieure des coefficients du polynome f sera, d’après 1°, (ze)" M. 

3". Etablissons le theoréme dans le cas général. Le module du polynome 
f(x, v,,...x,) reste inférieur à MW lorsque les q variables décrivent, chacune 
dans son plan, respectivement des ares C,, C,... Cy. 

Soit »; le degré du polynome par rapport à v; et 4; le nombre défini d’après 
2° et tel que les coefficients d'un polvnome en x’ restent inférieurs à A7, si le 
polynome reste, sur l'are C;, de module inférieur à JJ. Considérons f comme un 
polynome en x, dont les coefficients sont des polynomes en z,, x, ...x,. Le 
module de chacun de ces coefficients restera inférieur à 4^. Chacun de ces 
coefficients étant par rapport à x, un polynome de degré au plus egal à n,, 
dont les coefficients sont des polynomes en x,, x, ...«,, le module de chacun de 
ces nouveaux coefficients sera au plus égal à 2747. En continuant ainsi on 
arrive à montrer que les coefficients des divers termes de f(x,, 7, ...%,) sont in- 
férieurs à Mme ...41. Les nombres n,, n,...n, étant supposés au plus 
égaux à n les coefficients de f seront inférieurs à W(/,, /,, ... 44)", car les À sont 


supérieurs à un. 
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3. Théorème. La série 
(3) = my Gi Se), 


dont les termes sont des polynomes homogènes de degré égal à l'indice, définit une 
fonction holomorphe pour x, =x,—:..—71,—0, si tous les termes f, de la série 
restent inférieurs en module à un nombre M, lorsque x, ayant une valeur fixe, les 
affixes de x,, x,, ... x, , prennent chacune dans son plan toutes les positions pos- 
sibles respectivement sur des arcs de courbe C,, C,,...Cq,- 

Le degré de f, par rapport à 2,, v,,... x, , étant au plus égal à n, les 
coefficients de ce polynome seront d’après le lemme inférieurs en module à 112". 
(Certains de ces coefficients seront le produit d’une constante par une puissance 
de x,). Soit r le module de la valeur fixe que prend x, dans notre hypothèse. 
Les termes des différents polynomes f, seront inférieurs en module aux termes 
correspondant du développement, suivant les puissances de z,, æ,,...x, 1, v4, de 


Mir wit 
CNP NN Nr) 


"nq 


En. effet, soit Ay 0, n, rane 20x, un terme de f,, ona d'aprés le 


lemme 


Ng 


| Ansa, ne MA 
ce qui entraine bien 


Wy jn 
Bu ei 


ng n 
34 na IA Gd = 
E OR erie || € S |e Er, 


een rg 
UE m : ; NC Mo ; 5. T "pi . 
F définira par suite une fonction analytique de v,, 3;, ..., v4 ,, tq, holomorphe pour 
I I I r 
HES = NASER a ota. LIE S noises 
[a1 des] dp enano 


4. La méthode qui nous a servi à démontrer le theoréme précedent permet 
d'établir des theorémes analogues dans des cas où les termes f(x, ,v,. ..., 2) ne 
sont plus des polynomes homogénes, mais sont soumis à des conditions limitant 
leur degré. Comme ce sont là des conditions qui se rencontrent peu fréquemment 
dans les applications, je me bornerai à donner le théoréme assez général suivant: 

La série 


jim CON fn (2, Mr menie 2) 


dont les termes sont des polynomes en x,, x,, ..., wg définit une fonction holomorphe 


pour v, —x,— =X, —0, si les trois hypothèses suivantes sont vérifiées : 
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1°. Les divers termes f, restent inférieurs en module à un nombre M, si les 
Offaces dea, TV m5. occupent chacune dans son plan toutes les positions pos- 
sibles respectivement sur des arcs de courbe C,, C,, ..., C4. 

2°. m' designant le degré (par rapport à l’ensemble des variables) du terme de 
degré le plus élevé de f, et n" celui du terme de degré le moins élevé, on peut trouver 


un nombre k tel que Von ait quel que soit n 
n € kn . 


3°. Si r designe le degré d'un terme tel que Ann... uu tv... xl et si N est 
le nombre de termes semblables que l'on rencontre dans les divers polynomes f,, on 


peut trouver un nombre positif fixe p tel que Von ait, quelque soit le terme considéré 
NES ME 


En raisonnant comme dans le cas 3? du lemme, on démontre d'abord qu'un 


terme Ajj i... ngt 2... x! provenant du polynome f, est inférieur en module 
à nA" >. aa, Comme on a 
Ny + My d T — n, 


on voit que d'apres l'hypothèse 2° ce terme sera inférieur en module à 
3 v pi "na Jq 
WAP AE EEE Ba 


Si nous groupons maintenant ensemble les divers termes semblables que l'on 
trouve dans les divers polynomes f,, nous aurons un terme inférieur en module à 
UWE ope 

Possons 


Cp 


La série F définira done une fonction analytique et holomorphe pour 


pe: : 
Je: |< DENT. 
(a4 
5. En supposant toujours que z,, z,,....z, varient dans un domaine D 
représenté géométriquement par un système de courbes C,., C,, ... C, tracées dans 


les plans respectifs des diverses variables, nous pouvons substituer à l'hypothèse: 
les termes de la série restent dans le domaine D inférieurs à un nombre M. 
l'hypothèse: on peut trouver deux nombres M et B (B étant en general supérieur 
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à un) et tels que /, demeure, quel que soit x, et lorsque z,, 1,, ..,, v, varient 
dans D, inférieurs en module à M B". Il ne résulte de la substitution d'une 
hypothése à l'autre qu'une diminution d'étendue du domaine dans lequel la série 
F définit une fonction holomorphe. 

Au reste si la nouvelle hypothése est verifiée dans le domaine D les termes 
de la série resteront inferieurs à M, dans un domaine D,, que nous obtiendrons 
en prenant dans le plan de chacune des variables l'homothétique de la courbe C 
correspondante, l'origine étant le centre d'homothétie et le rapport d'homothétie 


: I I : x à 3 AR 
etant p OU pee Suivant quele polynome est homogène où qu'il satisfait seulement 


à la condition 2° du théorème du paragraphe 4. De méme si nous nous pré- 
occupons seulement du point de vue qualitatif (existence d’un domaine pour lequel 
la série définit une fonction holomorphe des g variables) et si nous ne nous 
préoccupons pas du point de vue quantitatif (étendue plus ou moins grande de 
ce domaine) nous pouvons considérer comme équivalentes les deux hypothèses 
i". Dans le domaine D les termes f,, de la série restent inférieurs à un nombre M 
2". Dans le domaine D la série est uniformément convergente. 

En effet, si la série est uniformément convergente au sens étroit du mot,! 
on peut évidemment trouver un nombre M supérieur au module des divers termes 
de la série P. D'autre part, si les termes de la série restent inférieurs, dans le 
domaine D à un nombre # la série sera uniformément convergente dans le 
domaine D,, obtenu en prenant, dans leurs plans respectifs, les homothétiques des 
courbes C,, C,,..., C,, l'origine de chacun de ces plans étant le centre d'homo- 
thétie et le rapport d'homothétie étant inférieur à un. 


6. D’après ce qui précède, pour que la série 
CON) : 
(1) pn SiGe) 


ou f, est un polynome homogéne de degré » définisse une fonction holomorphe 
pour r — y — o, il suffit que la série converge uniformément dans un domaine D. 
Ce domaine D peut étre constitué par la valeur fixe y — y, et par les diverses 
valeurs que prend x lorsque l'affixe de ce point décrit un are de courbe C, dans 
le plan de la variable complexe x. En prenant pour y, une valeur réelle et pour 
C un segment de l'axe des quantités réelles, le domaine D sera réel et representé, 


! On entend par là que, à tout nombre = donné, on peut faire correspondre un nombre N 


tel que l'inégalité » > N entraine l'inégalité | sri, 29, ..., 24) | < = pour toutes les valeurs de 


di, do, ..., lg appartenant au domaine D. Par définition on a 


m= F A f. DER In. 
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dans le plan xoy des variables réelles x et y. par un segment de la droite y — y,. 
Le domaine D peut aussi être constitué par les valeurs de x et de y coordonnées 
des divers points d'un are de courbe «37 (autre qu'un segment de droite) tracé dans 
le plan réel roy. En effet la série sera uniformément convergente à l'intérieur du 
secteur oc; elle le sera en particulier pour tous les points d'un segment compris 
à l'intérieur de ce secteur et placé sur une droite y — y,. On voit également 
sans peine qu'on peut supposer le domaine D constitué par l'ensemble des valeurs 
de x et y données par xr — q(t), y — (f), t étant un paramètre réel variant entre 


t, et t,, q et 1! étant deux fonctions continues entre f, et /,, l'une au moins des 
. os ® * ( ur 
fonctions n'étant pas nulle dans cet intervalle et le quotient T n'étant pas con- 


stant, mais ces deux fonctions pouvant prendre des valeurs imaginaires. 


On montrera de méme que la série à 5 variables 
MN : = 
F= Die. y, 2) 
définit une fonction holomorphe pour z—g-z--0, si elle est uniformément 


convergente pour x, y. z coordonnées réelles d'une portion de surface. 


D'une facon générale, la série à q variables definit une fonction holomorphe 





pour z, — zx, — --- — 14— 0, Si, M, 2, :.., $4 étant les coordonnées d'un point de 
lespace à g dimensions, la série converge uniformément sur une portion de sur- 


face (autre qu'un plan passant par l’origine). 


7. Le théoréme général que nous avons démontré fournit des limites assez 
restreintes du domaine dans lequel la série (1) définit une fonction holomorphe. 
Dans les questions oü il y aurait intérét à avoir un domaine de convergence holo- 
morphe le plus étendu possible, il y aurait lieu, en appliquant les procédés de dé- 
monstration employés, de se servir des hypothèses où on est placé dans chaque 
cas particulier pour élargir le plus possible ce domaine de convergence. Supposons 
par exemple que les termes de la série (1) restent inférieurs aM pour x et y 
coordonnées des différents points réels du cercle: x? + y^ — R°. 

En posant 

r- Ru, y-liv, w-cos0; v-— sin, 
on à 


In(Ru, Rv) — R^q(w, v). 


Suivant que n est pair ou impair on a 


R a \ : 
y (cos w, Sin w) = 5 + 4) Gp) COS po + by sin pu (p =2, 4, 6,..., 2) 


. XJ . 
(cos c), SIn ~) = > a, cos po + b,sin po (7 = 1, 335) :- -, 2). 
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Ce qui dans le cas de x impair, par exemple, peut s'écrire 


n—p 


(a, eos pw + b, sin po) (cos?c + sin?o) ? 


E 


(4) (/ (cos o, sinc) = 2 


On montre comme dans le lemme que l'on a 


lap] « 2:M 18, | «2 M: 
Comme on a 
cos po + isin po = (wu + iv)? 


la somme des modules des coefficients de cos pw ou de sin pw considérés comme 
polynome en u et v sera inférieur à 2771. Donc d’après (4) la somme des mo- 
dules de y(u, ») sera dans le cas de n impair inférieure à 


| n+l | 
2 M\27 AL pial db ons JE ye ae cree 2 | «4M zn. 

On aura la méme limite supérieure de la somme des modules dans le cas 
de n pair. Chacun des coefficients de f,(x, y) sera done inférieur à 4M (2 R)^. 
I] en résulte que cette série définira une fonction holomorphe pour 


.R _R 
|x| € = lus 


8. Dans un mémoire sur les équations différentielles du premier ordre ! 
M. PorwcaRÉ examine le cas où l’origine étant point singulier d'une équation 


différentielle cette équation est de la forme 


[y + qs (v, yldy + [x +(e, pda — o, 
y. et ', étant des développements suivants les puissances de x et y, commençant 
par des termes du second degré au moins. 
Dans le eas où l'équation aux dérivées partielles correspondante 


Bou 71] 2! 
[y + pole, y) 5.7 et We, y)] Ta 


O 
est satisfaite formellement par un developpement 


Fr + y + f(x, y) +f, (xz, y) +--+ fe, yc. 


où les f sont des polynomes homogènes de degré égal à l'indice, M. PoINCARÉ 
démontre que la série dont les termes successifs sont à? + y?, f,, fy... fn... est 


! Journal de Mathématiques 1885. Théorie des centres 
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uniformément convergente pour:x et y réels et suffisamment petits. Ce résultat 
suffit pour établir sans objection possible, les propriétés bien connues des carac- 
teristiques de l'équation (5) dans le voisinage du point considéré. Mais on pour- 
rait élever des objections si, sans démonstration complémentaire, on voulait 
appliquer le développement F à l'étude des intégrales dans le domaine complexe et 
si, séparant chaque terme f,(x, y) en ses elements, on voulait considérer la série 
double en x et en y. 

La démonstration de M. PoiNCARÉ permet, à vrai dire, de donner pour la 
série F des conditions de convergence moins restrictives que celles énoncées: 
F étant toujours considérée comme série simple est convergente, si, en posant 


rx — 0 C080, y —osinc, on a 


leo|<« lel<?: 


« et 3 étant deux limites faciles à calculer pour une équation différentielle donnée. 
Mais cela ne suffit pas pour permettre d'employer le développement F à l'étude 
des intégrales dans le domaine complexe. On voit en effet aisément que, si petits 
qu'on prenne x et y, la démonstration ne permet pas de dire que F converge 


1 te : > ; 
lorsque y est voisin de + ou de —i. Le développement F ne nous permet done 
z I 


as de considérer les intégrales pour lesquelles 9 tend vers + à ou — i et en 
P 1 - 


particulier de dire qu'il y a ou non une infinité de pareilles intégrales. En suppo- 

». ; Air : ] A : ; 

sant méme levée cette restriction relative aux valeurs de y voisines de +7 et — 2, 
x 


et en supposant démontré que F converge pour x et y suffisamment petits, nous 
ne pouvions pas encore affirmer, sans démonstration, que F définit une fonction 
analytique, holomorphe pour «=o, y=o. Toutes ces objections sont immé- 
diatement levées par le théorème que nous avons énoncé. La série P, étant 
uniformément convergente pour toutes les valeurs réelles de x et y voisines de 
zéro, définit une fonction holomorphe pour x — y — o. 

Les remarques formulées au sujet de la démonstration de M. POINCARÉ 
peuvent étre répétées au sujet de la généralisation remarquable qu'en a donné 
M. I. Benpıxson' dans le cas d'une équation 


OF IF 
(6) [ax + p,(x, DE — by y, (x: DIS 


! Stockholm, Ofversigt, 1893. 
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où a et b sont des entiers positifs. (C’est pour me débarasser des restrictions 
relatifs à la convergence d'un développement 


FR y + fasosi(@, y) + ooo faesen(m. y) +: 


satisfaisant à (6), lorsque ce développement existe, que j’ai indiqué ! une nouvelle 
démonstration de la convergence de ce développement. 

Ayant rencontré de nouveau les mêmes restrictions dans une démonstration 
généralisant la théorie des centres? pour une équation 


Car, gy) + Y»a(z, y) + ---]dy + Ana, y) + Anl, y) + ---]dz = 0 


où les X et les Y sont des polynomes homogènes de degré égal à l'indice, j'ai été 
amené à établir, pour lever ces restrictions, la théorie développée dans ce mémoire. 


! Journal de l'École Polytechnique, 1904 page 36. 
25h: pue. 
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SUR LINTEGRATION APPROCHEE DES EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES. 


PAR 


EMILE COTTON. 


à GRENOBLE. 


L'intégration ! exacte d'un système d’equations différentielles n'étant possible 
que dans des cas exceptionnels, on est généralement amené en pratique à se 
contenter de solutions approchées. 

Quelle que soit l’origine de ces solutions approchées, on peut en déduire 
des renseignements sur les solutions exactes, en déterminant un intervalle où 
celles-ci sont définies, et une gaine entourant la courbe intégrale approchée, 
où la courbe intégrale exacte reste comprise. C’est là le principal objet de ce 
Travail. 

Voici la méthode suivie. Le procédé d’approximations successives de M. 
Picarp apprend à construire des séries donnant les solutions exactes; on 
prend comme premiers termes de ces séries les solutions approchées. On sait 
évaluer une limite supérieure des restes de ces séries quand on néglige les termes 
d'ordre supérieur à un entier donné n; pour n=1, on a les renseignements 
demandés. 

Afin de les avoir aussi précis que possible, il est bon d’étudier avec soin 
la convergence des séries; c'est ce que nous avons fait tout d'abord (n**1—6). 
Nous sommes ainsi arrivés à perfectionner l'évaluation des restes, en en déter- 
minant des limites supérieures qui sont solutions d'un système > d'équations 
linéaires à coefficients constants et positifs. Ce systéme se construit à l'aide du 
système différentiel donné S et des solutions approchées. 

Parmi les conséquences de ces résultats, signalons la recherche de conditions 


suffisantes pour qu'une solution approchée ne différe de la solution exacte que 


‘Tl n'est question, dans cet article, que du domaine réel, et du probléme de Caucny: 
les données numériques définissant une solution du systeme différentiel sont relatives à une 
seule valeur de la variable indépendante. 
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d'une erreur inférieure à une limite donnée (n° 7). On rattache facilement à 
cette idée une démonstration de la propriété fondamentale de la méthode de 
CaucHy-LipscHiTz (n 8, 9); et, par cela méme, les résultats de ce travail per- 
mettent d'améliorer l'estimation habituelle des erreurs correspondant aux solu- 
tions approchées fournies par cette méthode. Ajoutons qu'en modifiant un peu 
ce procédé d'approximation, nous avons obtenu une méthode d'intégration gra- 
phique (n** ro—1i2) qui peut donner d'utiles indications sur l'allure générale des 
courbes intégrales d'une équation différentielle du premier ordre. Il est à peine 
besoin de dire que tout ce qui précéde a été directement inspiré par les beaux 
travaux de MM. Picarp et PAINLEVÉ. 

Nous avons enfin (n* rs, r4), dans le cas d'une équation du premier 
ordre, appliqué un intéressant théorème de M. PrTROoviTCH à la recherche d'un 
intervalle ot le signe de l'erreur que comporte une solution approchée reste 
invariable. 


l. Soit [ 


dx 
ne a 


"on 
"dt lt; Yi, oo.) 5) 


un systéme d'équations différentielles. On veut chercher » fonctions continues 
de ¢ satisfaisant à ce système et prenant les valeurs x, — à,, ..., 2, — a, pour { — f. 
Nous pouvons, par un changement de la variable ¢ rendre /, nul; pour abréger 
l'écriture, nous supposerons cette condition remplie. 

Admettons que l’on connaisse n fonctions y,(), ..., ys (f) qui dans un in- 
tervalle* /:o €t « h, (h » o), sont définies continues admettent des dérivées con- 
tinues, sauf peut-être pour des valeurs isolées de t. Pour toute valeur singulière 
de cette nature, chaque fonction y admet une dérivée à droite et une dérivée à 
gauche. 

Nous ferons, sur les fonctions f;(f; 7,, ..., x,) les hypothèses suivantes: 

On peut déterminer n nombres positifs ¢,, &, ..., c,, tels que pour les points 
t, %,,..., t, intérieurs au domaine D défini par les inégalités 


o<i<sh, yi(t) 77 ej € di < yi(t) d (= I,2,..., n) 


"I n'est question, au cours de ce Travail, que de fonctions et de variables réelles. Ce- 
pendant, la plupart des résultats pourraient s'étendre au domaine complexe. 
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les fonctions fi(t; x,. .... x,) sont:finies, continues par rapport à £, sauf peut être 
pour des valeurs isolées de f, et satisfont aux conditions de Lirscurrz 


(2) |fi(£: 0, e m) hl; 2, ..-, %n)|< bale, —2,| + --- + ba, — 2x, 
2 
(o Tn on ca lle 


Nous supposerons de plus 


(3) GEO) Fem 2 hes cn |9^(0) — an] € x» 
avec 
MAS San UN Seip 
Posons enfin 
dyi 


=— fi (ts Un, Un) | E ei (CS it 


(4) dt 


Lorsque les nombres » et « sont petits, les conditions (3) et (4) expriment que 
les fonctions y,,..., y, sons des solutions approchees de (1), c’est à dire satisfont 
à peu près aux équations différentielles et aux conditions initiales données. 

Appelons m; un nombre supérieur ou égal à la valeur absolue maximum de 


la différence Cure fí(t:m,...,v,) pour tous les points de D. On a évidemment 


dt 


mi; <0; + bia + ::: + binEn. 


3. Employons la méthode d’approximations successives de M. Picarp.! 
Nous prenons toutefois comme premières approximations les fonctions y,, ..-, Yn 
que nous designerons aussi pour plus de symétrie, par y?,..., y». Nous poserons* 

t 
(5) yPtt=a,+ | fits up, zo NCH: (GIy oce ORDO) 365755) 
0 


! Journal de Mathématiques (1890). Traité d'Analyse t. II. 

? M. E. Linperôr a perfectionné la méthode de M. Picarp. Dans le Mémoire qu'il a publié 
à ce sujet, dans le Journal de Mathématiques en 1894, il signale (remarque du n° 3) l'emploi de 
fonctions continues comme premieres approximations. Toutefois l'usage qu'il en fait est différent 
du notre: M. LixpELóF emploie les 5? au lieu des a, dans les équations telles que (5). Cette 
différence est essentielle pour la suite. 

Un changement de fonctions, utilisé par M. LiwpELóF dans un cas particulier (n° 5 du 
Mémoire précédent), permet de réduire les premières approximations à des constantes et 
d'identifier les approximations de ce Travail avec celles de MM. Prcarp et LipELÓF. Aussi, si 
nous avons repris la démonstration de la convergence de ces approximations, c'est pour obtenir 
des limites supérieures des restes préférables à celles dont on fait ordinairement usage 
(voir n° 6). 
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Nous montrerons qu'il existe un intervalle I :o<t<h'<h, où les y? existent 
et tendent vers des limites Y; quand p croît indéfiniment. Ces fonctions Y satisfont 
aux équations et aux conditions initiales données et sont les seules possédant 
cette propriété. 

Les y; existent dans /, et l'on a 








* i 
1 1 i di 
Ww; — y; —9;=4,; y;(o) = | lite Macs) di dt, 
“0 
et par suite, 
(6) lu; |<, + at (1—, 2 02.50): 


Si dans un intervalle !":o<i<Ah", et pour p—r, les y? existent et les 
sss p y; 
points t, y?,...,y2 appartiennent à D, les yP*! existent dans le méme inter- 


valle et l'on a facilement 
Z 


t 
b,,lupldat + + | 5; | «7 |dt, 


| in 
0 
2 .. 


Ce 


(7) 


Jupt!|< 


0) (Pr ee 
en posant 
ur == y? E gio 3 


En raisonnant comme pour établir les inégalités (6), on a d’autre part, 


(8) |y?*! —y;| E v; + mit — p;(t). 


En prenant A" inférieur ou égal à h et au plus petit des nombres == 
i 
r est aussi grand que l’on veut, toutes les fonctions y? sont définies pour ¢ compris 
entre zéro et A", les points t, yP,..., y? appartiennent, dans les mêmes con- 
ditions, au domaine D, et cela quel que soit p. 
Mais, quelle que soit la definition de 7", en combinant (6) et (7) on arrive 
aux inégalités 


(9) Ju? |< 4? (6— 1,2, ..., mJ), 
valables dans l'intervalle 7", où les / désignent les polynómes définis par 


4i = ji + cil, 
H E 
= rt dat RTE 


0 0 


(10) 
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3. Ces polynômes se rencontrent dans l'intégration du système 


x 


dz 

ED —buz, 2 + Binen + 0, 
(rr) : ; 

dzn 

dt "1 0512; dc eee bun Zn ELS Uns 


ainsi que nous allons le voir. Les solutions de ce système à coefficients constants 


sont fonctions entières de t; considérons, en particulier, les solutions z,, 2,,..., Zn 
prenant pour t—=o les valeurs 7,,..., x, du n° 1. Ecrivons 
(12) : gj Wilts ms... Im; Dis Bo an Door E aa) 


en mettant en évidence les arbitraires dont dépendent ces fonctions. 

Les coefficients des développements des z; suivant les puissances croissantes 
de t sont des polynómes à coefficients positifs des variables r;, biz, «;. Par suite. 
les Ww considérés comme fonctions de toutes les variables t, 7, 6, « sont déve- 
loppables en séries entiéres à coefficients positifs. Groupant les termes de méme 
degré par rapport aux variables b;;, on a des séries de polynomes 


2; — Ui(t; 95 be) = dic db b AP +. 


Les polynómes AP homogènes et de degré p— 1 par rapport aux lettres 5; 
sont identiques à ceux que nous avons rencontrés aw m? précédent; nous admettons 
ce point facile à établir. 

b, « sont positives, les W le sont aussi et croissent 
en méme temps que ces variables. Si les 1 et les « sont nuls, les v le sont 
également. 


Lorsque les variables t, à 


1? 


Dans l'intervalle 7", les séries 








(13) M CDL EEE EUR ... 


sont uniformément convergentes, on voit aisément qu'il en est de méme des 
séries obtenues en dérivant une fois terme à terme. On en conclut que /es 
fonctions Y satisfont au système (x) et aux conditions initiales. 
On peut donner une autre évaluation de l'intervalle de convergence /". 
Les fonctions V, croissant avec f, devenant infinies positives en méme temps 
que ¢, partant des valeurs y; « e; pour t—o, chacune des équations 


(14) W(t) — 8; (it 123 *-Ioum) 
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admet une racine positive et une seule. Soit ( la plus petite de ces racines, 
et h un nombre positif inférieur à 0 et ah. 
Dans l'intervalle //:0 «t € h;, on a, quelque soit p, 


(15) MEL EE 


Ces inégalités, pour p-— I, montrent que les hypothèses du n? 2 sont vérifiées 
pour // et r— 1r. En vertu de 


2 Re AE E 
Seir Veg nia ss 


et des inégalités (9) et (15), il en est de méme pour r — 2. On voit, en répetant 
le raisonnement, que ces hypothèses sont vérifiées pour toutes les valeurs de r. 

Dans l'intervalle 77, les fonctions y} sont définies, les séries (13) convergent 
et satisfont aux équations (r). 

On prendra donc comme intervalle I’ (énoncé du n° 2) le plus grand des inter- 
valles I", I7. 

Il reste à voir qu'il ne peut exister un systeme de solutions continues 
Ge.) £n distinetndeseyse.2.,Y,, prenant) pours, —o lesmvaleursia ware 
Pour un pareil systeme, on aurait, dans un certain intervalle o < £ « t, intérieur à /', 


t t 


J 


| Iy;— i| < & 


(16) 


in 


BE | b,lyz4—z,|ae+ + [b,,]y24—a, dé, 


v0 0 


comme on sen assure en tenant compte de la continuité des fonctions x. On 
passe des inégalités (6) et (7) aux inégalités (16) en faisant e; — 0o, m—a&. Les 
inégalités (16) entraînent done 


ly? —x;| <28, 


en appelant 4? ce que devient 4? lorsque les « sont nuls et les » égaux aux e 
de même indice. Or ./? tendant vers zéro quand p croit indéfiniment, x; est la 
limite de y? et se confond avec Y;, comme il fallait l'établir.* 





* Les raisonnement des n° 2 et 3 sont une extension de ceux de M. LiwpELOF (Journal 
de Mathématiques 1894). Pour retrouver les résultats de ce géomètre, nous supposerons 
Yı=qı,..., Jn àn (les ‘4 sont alors nuls), nous remplacerons les « par le plus grand d'entr'eux 
que nous appellerons Mj, les e par le plus petit d'entr'eux soit b, et enfin les m, par le plus 
grand d'entr'eux appelé M. De méme, pour toutes les valeurs de p, remplacons bip, hap, ..., bnp 
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4. En résumé, étant donné un système y. »Yoy 2.5 Un de solutions appro- 
chées des équations (1), nous pouvons en déduire les renseignements suivants sur le 
système %,,2x,,...,a, de solutions cherché : 

1°. Les solutions exactes sont définies dans tout l'intervalle T. 

29. Les erreurs x; —y; que comportent les solutions approchées sont inférieures 
en valeur absolue aux fonctions q;(t) et W;(t) de méme indice. 

Des deux systèmes g;(t), W;(1) de fonctions limites des erreurs le second sera 
le plus utile au point de vue théorique parce qu'il ne fait intervenir que les 
limites des erreurs sur les données initiales et sur les équations, les » et les c. 


5. Voici deux cas particuliers importants, connus du reste. 
Si l'on prend comme solutions approchées des solutions de (1) ne satisfaisant 





pas aux conditions initiales, nous avons «, — &, — == 0; les fonctions 
P(t: 4; 6; 0) donnent des limites des erreurs commises: elles tendent vers zéro 
en méme temps que les nombres 1, par suite les intégrales du système (x) sont 
fonctions continues des données initiales.! 

Plus généralement, supposons que les f et les & soient fonctions de certains 
paramètres 4, continues au voisinage des valeurs «=o, les intégrales æ(«) des 
équations (r) déterminées par les valeurs initiales a, sont aussi fonctions con- 
tinues de ces paramètres. Leurs limites, pour u= 0, satisfont aux équations 
(i) et aux données initiales a! correspondant à «=o. On le voit en prenant les 
solutions de (x!) satisfaisant aux données initiales a’ comme solutions approchées 
des équations (1) et des données a correspondant à des petites valeurs des para- 
mètres w. Les 7 et les « tendent vers zéro en méme temps que les paramètres u, 
et il en est de méme des fonctions w(f; v; b: «). 


, 

6. La précision des renseignements précédents (n° 4) croit lorsque les erreurs 
sur les équations et sur les valeurs initiales étant estimées d’une façon plus étroite. 
on substitue aux nombres « et 7 des nombres analogues mais plus petits. Il est 
également utile dé prendre les coefficients 5 des inégalités de LirscHirz aussi 
petits que possible. 


e;—'fi , 3 , 
par le plus grand d'entr'eux soit kp. Alors les nombres —— * du n? 2 deviennent tous égaux à 








m; 
b AU ae 8 M, Kt 3 y SE 
M et les intégrales de (11) se réduisant à 2; 22 -::-:—2zn— K (e I) Où A=kı +... + kn, 
les équations (14) ont racine — 1 cee 
es equations 4) ont pour racine K og T an 


! Voir Prcanp, Traite d' Analyse t. 11. 

? M. Prcarp et Lixnenor ont démontré par la méthode des approximations successives la 
proposition plus précise de M. Porxcaré, concernant les systèmes de cette nature lorsque les 
équations et les données sont analytiques. 
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Par exemple, si certaines équations sont exactement vérifiées par les solu- 
tions approchées, les nombres « correspondant à ces équations seront nuls. Ce 
cas se présente fréquemment dans l'intégration approchée des équations d'ordre 
supérieur. 
Prenons pour fixer les idées, l'équation du pendule simple. Elle est équi- 
valente au systéme | 
dx ; 
HAT À 

(17) N de! 
ne 


— k?* sina. 





Prenons comme premiére approximation 
y — y sin kt y' —v cos kt. 


en supposant les conditions initiales exactement remplies et la vitesse initiale v 
assez petite. Nous prendrons pour systéme (rr) correspondant à (17) les équa- 


tions suivantes 





dZ 7 
es Ui 3 
10 I 
[2 = k*Z2-ra, 
3 
où « peut être supposé égal à E Ce systéme (18) est équivalent à 
?Z 
(19) 7 E k*Z-a. 


En appliquant ce qui précède, on prend les » nuls, et l'on a, pour ¢ assez petit, 


kt —kt 
(20) ly—2|<Z, A : |. 








La méthode habituelle [voir la note (1) de la page (112)], donne 
P e 

2 ze uA [opa 

(21) ly x|<Z <= B Le ol. 


résultat moins avantageux que le précédent. 

Il est intéressant de noter que, dans les applications des résultats indiqués 
au n? 4 aux problémes de Mécanique, les inégalités auxquelles on parvient satisfont 
d'elles-mémes aux lois de l'homogénéité. Il en est autrement si, comme d'habitude, on 
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suppose bip — b», — +: — 5,5; il faut alors mettre en évidence les unités choisies 
pour faire apparaitre l'homogénéité. Cela est manifeste dans les inégalités (20) 
et (21. Le méme exemple nous a permis d'appliquer la remarque que voici. 

Soit S un systéme d'équations différentielles comprenant des équations 
d'ordre supérieur à un. Au lieu de ramener S à un système S' du premier ordre 
et de construire le système (11) correspondant à S', on peut former directement 
un système linéaire * déterminant des limites supérieures des erreurs que compor- 
tent les solutions approchées. A chaque équation de S en correspond une de X, 
du méme ordre, que l'on forme avec les coefficients de l'inégalité de Lipscuirz 
et du nombre « correspondant à cette équation.! 

Remarquons enfin que les raisonnements des n? 2 et 3 subsistent si l’on 
suppose que les inégalités (2), etc... dépendent de t, c'est à dire que les b, les «, 
et les m sont fonctions positives ou nulles de la variable t. 

Aux fonctions q;(f) correspondent les fonctions analogues 


c 


Gilt) =m + | midt, 
0 


et. de même, aux fonctions v(t) correspondent les intégrales w(t), d'un 


système lineaire analogue à (11), mais à coefficients variables. On pourrait aussi 
substituer aux constantes e; des fonctions &;, positives, de la variable £. 


= 


7. La théorie des erreurs donne, pour les calculs algébriques, la solution 
de deux problèmes. 1° Estimer l’approximation du résultat d’un calcul, quand 
on substitue aux nombres et aux opérations exacts, des nombres et des opérations 
comportant des approximations connues. 2° On veut obtenir un résultat avec 
une approximation fixée à l’avance, avec quelles approximations suffit-il de con- 
naître Jes données et d’effectuer les opérations? 

On peut se poser deux questions analogues pour les équations différentielles. 
Le n° 4 répond à la première : Sachant que des fonctions satisfont à peu près 
aux conditions initiales et aux équations différentielles (des limites supérieures des 
erreurs correspondantes étant supposées connues), estimer l’erreur que ces fonc- 
tions présentent par rapport aux solutions exactes. 

Abordons maintenant la seconde question. 

Trouver des conditions suffisantes pour que des solutions approchées d'un 
système d'équations différentielles ne présentent, par rapport aux solutions exactes, que 
des erreurs inférieures, en valeur absolue, à des nombres donnés. Nous serons toute- 


! Comptes Rendus 17 juillet 1905. Au sujet du système + [systeme (11)] voir le n° 13. 
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fois obligés de faire des hypothèses concernant l'existence des solutions exactes. 
Nous énoncerons d'abord ces hypothéses, et raménerons ensuite la seconde question 
à la première par un artifice dû à M. SEVERINI.! 

Nous supposons que les équations (1) admettent un systéme de solutions 
v), v(t), ..., v, (t), satisfaisant aux conditions suivantes. 

Elles sont définies et continues dans l'intervalle J o « t € ^, prennent pour 
t — o les valeurs d,, a,,..., a„, admettent dans / des dérivées premières continues. 

Il existe des nombres positifs &; tels que dans le domaine D défini par 


o<t<h, vll) — & € Y; € rit) + &, 


les fonctions f;(t, Y,, Y,,..., Y,) sont continues et satisfont aux conditions de 


IirpseHbrZIobtenuesrenssulb SSH 305127 Ramey a D 


n? n mo n 


dans les inégalités (2). 

Soient alors y,(t), y,(t), ..., y, (t) des fonctions de /, qui, tant que le point 
t, Yis Yoo s.s. Yn ne sort pas du domaine D, sont continues, admettent des déri- 
vées premières finies et continues (sauf peut être pour des valeurs isolées de 1); 
et qui prennent pour / — o des valeurs satisfaisant aux inégalités 


|a;— yi(o)| € «i € ei (c 


Considérons alors, avec M. SEVERINI le système 


d Y; 5 7 7 TE d yi -(f. = - 2 À 5 
(22) | tilts ER 5 303) 1 E: Alt vs «pa | = Fale Pres Yn) 
| (Gao on): 


On doit supposer que, dans les crochets, les y sont remplacés par les fonctions 
précédentes. 

Dans JD, les fonctions / satisfont aux mêmes conditions de continuité que 
les fonctions f, et verifient les mêmes inégalités de Lirscirz. Les y(t) satisfont 
au système (22); les x(/) sont solutions approchées du même système, et nous 
pouvons appliquer les résultats du n° 4. Posons 


dy; . 
itc E Ae V SUR) (t=1, Bis bic 0), 





* Rendiconti del R. Ist. Lomb. di Se. e lett. Serie II, Vol. 31, 1898, p. 951. L'artifice 
consiste A former le système (22) dont les x(t) sont des solutions approchées; les y des solutions 
exactes. Ce point mis à part, M. Srvrrini traite la question posée dans le texte d'une façon 
différente de la nótre. 
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ces inégalités ayant lieu pour les points f£, y,,..., y, intérieurs à D; et consi- 
dérons les fonctions W;({; 7: b; «) du n° 3. Si l'on peut construire les y de telles 
facon que les » et les « soient assez petits pour que 


Wi(h; m; b; a) <a (er) 
on aura, dans tout l'intervalle J, 
lyi—vi| € vilt; 7; 5; J)<& WEN): 


Regardons maintenant les y comme solutions approchees du systeme (r), dont 
les 2 sont solutions exactes. Nous voyons que 

Pour que des fonctions me présentent par rapport aux solutions exactes d'un 
système d'équations différentielles que des erreurs inférieures, en valeur absolue, à des 
nombres donnés, il suffit qu'elles soient assez près de satisfaire aux équations et aux 
conditions initiales. 


S. Nous rattacherons facilement à cette idée générale, la propriété jondamen- 
tale de la méthode de Caucuy-Liprscuitz, celle de fournir une approximation uni- 
forme des intégrales dans tout leur domaine d'existence et de régularité. Cette pro- 
priété a été mise en évidence par les beaux travaux de MM. PrcaRD et PAINLEVÉ.* 

Les hypothèses sur les intégrales © du système (1) et les fonctions f, étant 
les mêmes qu'au n? précédent, la methode de Cavcuv LirscHitz donne le moyen 
suivant de construire des fonctions y. On divise l'intervalle I, en intervalles par- 
tiels par des valeurs croissantes de f, soit 


(ys Ur E LAE oo Sr e Ui — 


^ 


Prenons, pour simplifier, y;(0) — a;, done x; — 0; et soit pour t compris entre 
tp et ty, 


(23) | Y(t) = Yi ip) + (t— toy falta Yi (GS), - ae Yn (fp3)] 
d | (Uo) 


Les y ainsi construits de proche en proche, satisfont aux conditions du n° pré- 
cédent, en ce qui concerne la continuité et l'existence des dérivées. 

Montrons que les nombres «; peuvent être pris aussi petits que l'on veut, 
par une subdivision convenable de l'intervalle 7. 


! M. Ruxce (Mathematische Annalen, t. 44, p. 437) a traité une question analogue en uti- 
lisant la méthode de Caucuy-Lipscurrz. 

? Picarp. Comptes-Rendus, juin 1899. Traité d'Analyse (2e édition). 

Parixteve. Comptes-Rendus, juin 1899. Bulletin de la Société Mathématique de France 1899. 

L'exposé très net de cette méthode que M. Goursar a donné dans son Traité d'Analyse 
nous a été fort utile, 
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Dans l'intervalle partiel (t5 1, tp), on doit avoir! 





d 
(24) ei | 3; Fl: Yrs -- Un) ire. Ya (p). «s yn(tp20] — fi(ts Yi. + +, Yn) 
Les fonctions f étant continues dans D, on peut trouver des nombres /(q) 
et A,(«) tels que les n + 1 inégalités 


(25) |t — thal € (e), | gs — ys (t5) | € As (a) 


entraînent les précédentes Or, en désignant par m,,..., m„ des nombres 

supérieurs ou égaux aux valeurs absolues maxima des fonctions f,, ..., f, dans le 

domaine D, il suffit de prendre les intervalles (i5 41, tp) d'étendue inférieure à 

O(a), 0(«) désignant le plus petit des nombres /(«), ex pour que les inégalités 
s 

(25) soient satisfaites.? Il en sera alors de méme des inégalités (24). La pro- 

position énoncée résulte alors du n° précédent. 

Les remarques faites antérieurement (n? 6) sur le choix des coefficients b 
des inégalités de Lipscurrz seraient importantes pour une application pratique de 
la méthode précédente. D'ailleurs, pour un calcul numérique de solutions par 
cette méthode, il vaudrait mieux substituer à la détermination faite ci-dessus des 
intervalles partiels, une détermination fondée sur l'étude directe des fonctions 
suivantes de ¢ 


| fite. RU) o ere 9n (5531)] — falé; Van ya) |- 


(Les y sont supposés remplacés par leurs expressions (23)) En supposant #,_: 
connu, on choisira t, de facon que dans l'intervalle (f, i, tp) on ait les inégalités 
(24), cet intervalle étant pris du reste aussi grand que possible. 


9. Reprenons les notations et les hypothéses du n? 7. Nous supposons que 
l'on connait les solutions approchées y;(f) des équations (1) satisfaisant aux con- 
ditions énoncées à cet endroit. Nous allons établir que l’on peut appliquer la 
méthode de M. Prcarp pour déduire les solutions exactes x(t) des solutions appro- 


* Dans une application numérique, on ne saurait en général caleuler exactement l'expression 


Fi [51 i 3); ees PEUR Mais il suffit de la calculer à do, près, (0 < 6 < 1) et de remplacer 
a; par (1—6)2; dans la détermination de 2. 
* Si les fonctions f;(f, Yı,---, 4,) satisfont aux inégalités complètes de Lipscuirz 
WA Li, Un li Ü; y >") Y'a | < bit] a bull SET bilis V nl. 
des que la droite joignant les points £, 1, .... y, et 1, 1, ..., y', est intérieure à D, on prendra 


zi 
b; d bg m ++ bin My 


pour 9(«) les plus petits des nombres 
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x 


chées y(t).‘ Une démonstration spéciale est nécessaire, car le domaine du n° 7 
est distinct de celui du n° r. 
En posant y} — yi, et 


t 


Z 


yp*!—a,4 | f(t; yt, .... yP) at, 


0 


on a d'abord 
t 


DETTES | (bay? —2, | ap 382 2e bin| yn — zn | dt, 
0 
et puisque 


ly; —21< vit v; b; o) 
et que d'autre part, les (f; »; b; «) satisfont aux équations (rr), on a 
ly; — il € VE 0; 5; a) — oit— 1 — Vi(ts q; 6; e) — 4} < ws. 


Le point f, yj, ..., y; appartient done à D; yj;.... y; sont definis dans I, 
et de l'inégalité 


t 


[yt —ail< [al — mp  +mlyi—z, lat, 


. 


0 


on déduit en remplaçant |y; —2;| par v; — 4}, 


t 
‘Taw, dan dar | 
bite | ana rent. 


0 





Par le méme procédé. on établit de proche en proche les inégalités 
Der) AS TOE EG RENTREE; AR); 


dont les seconds membres tendent vers zéro quand p croît indéfiniment, ce qui 


etablit la proposition énoncée plus haut. 


10. Nous avons, jusqu’ici, considere une seule courbe integrale du sy- 
steme (r) On peut, comme l'a fait M. PAINLEVÉ,? considérer l'ensemble des 


1 En particulier, on pourrait utiliser la méthode des approximations successives pour per- 
fectionner les solutions approchées obtenues par le procédé de Cavcny-Lirscnurrz. 
? Comptes Rendus (juin 1899). 
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courbes intégrales situées dans un domaine 4, à » + 1 dimensions, où le système 
(x) est régulier. Nous voulons dire par là que, dans 7, les seconds membres des 
équations (1) sont finis, continus, et satisfont aux conditions de LrPsCHITZ (2). 

De tout point 0, a, a,,...,aA intérieur à / part une courbe intégrale dé- 
finie et régulière dans un intervalle assez petit (0—h, 0 + h) entourant 0. Pour 
être renseigné dans un intervalle plus grand on utilisera des équations approchées. 

Fixons-nous une limite supérieure 7 de l'étendue des intervalles où nous 
ferons varier £ dans l'étude des intégrales de (1). Donnons-nous aussi un nombre 
positif o auquel nous ferons correspondre des nombres c; tels que 


^ 2 
Sun (7; 0; 6; @) <=. 
i=1 4 
(les W ayant méme sens qu'au n° 3). 
Soient d'autre part q,(t; z,,.... 25), . . ., Pn(t; 9,, ..., v4) des fonctions dé- 
finies dans 7, y satisfaisant aux inégalités 
ACS Shs o NA ETATS se on ISCH Ce ni) 
et telles que le système 
: dyi : 
(26) = ——(n S Bho os sa Wp) (11950 E 


admette des intégrales qui, dans 4, sont régulières, c'est à dire vérifient les 
conditions de continuité imposées au n? r aux y et à leurs dérivées. 

Soient C la courbe intégrale de (1), C' la courbe intégrale de (26) issues 
d'un point 0,a,,...,@, de 4. Voici quel parti on peut tirer des courbes C", 
supposées connues, pour l'étude des courbes C. 

Faisons varier ¢, en partant de 60, dans un intervalle d'étendue au plus 
égale à T. Si aucun point de C' n'est à une distance! de la frontière de 4 


! La distance de deux points 7, 2,,...,: POM oir ere r'n est l'expression 


V (E— 12 + (m, —a SESS SE Gen cain): 


La distance d'un point P à une multiplicité est la plus courte des distances de P aux points 7" 
de la multiplicité. 

L'ensemble des points de À dont la distance à la frontière est supérieure à p constitue, 
si p est assez petit, un domaine A5. possédant la propriété suivante. La courbe intégrale par- 
tant d'un point 6,4;,..., à» intérieur à A, se poursuit régulièrement quand f£ varie dans un 
zo 


VirMi...4M 


2 
n 








intervalle 95— A — £t — 6 4- dont l'étendue 2h est au moins égale à la limite fixe 





M; désignant la valeur absolue la plus grande de YE Sen voue rm) dans A. 
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UE : A oO : à ^ 
inférieure ou égale à ^, la partie de € correspondant aux mêmes valeurs de f, 
> > 


existe, est régulière et tout entière intérieure à 4. Lorsqu'on atteint un point 


de C' dont la distance à la frontière de / est égale a = la distance du point 
correspondant de C à la même frontière est inférieure à o. 

Ces résultats sont une conséquence des précédents. Ils donnent un sens 
précis à la proposition intuitive: Deux systèmes d'équations différentielles voisines 


ont des solutions voisines. 


11. Pour appliquer ce qui précède, il faut connaitre des fonctions g; telles 
que l'étude des courbes intégrales €" du système (26) soit plus facile que celles 
des courbes C. On peut trouver immédiatement des fonctions de cette nature 
dans certains cas particuliers; dans le cas général on ne peut guère donner que 
des indications. 

Nous ne considérons ici que le cas d’une seule équation du premier ordre 


(27) : E —I (00%). 


Pour étudier l'allure générale des courbes intégrales dans une region 4 du 
plan ¢, v, où f est finie, continue, et satisfait à la condition de LipscHrrz, 


ie, 2) — f(t, 2) |< klx—a"'|, 
nous déterminerons une fonction y(t, x) telle que 


dy /— 


Apa a) zZ 


(28) 
soit intégrable, et que le module de f(t, x) — q (t, &) soit, dans 7, inférieur à un 
nombre «. Ce nombre « dépend de l'étendue maximum 7 des intervalles où l'on 
veut faire varier {. 

Géométriquement, dans l’espace défini par les coordonnées f£, +, z, les deux 


surfaces S, Y, d'équations 


(S)gz—f(t,z) (2) z= p(t, o) 


doivent être coupées par une même parallèle à Oz en des points voisins. 


1 Dans le même ordre d'idées, M. Severint représente les intégrales d'un système dif- 
férentiel par des séries de polynömes. (Rendieonti del R. Ist. Lombardo 1898, 1899, 1900. 
Mémoire édité chez Zanichelli, Bologne 1899). M. Paixrevé a signalé aussi la formation de 
telles séries (Bulletin de la Société Mathématique 1899). 

16 
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Nous construirons une telle surface N en coupant S par des plans parallèles 
à tOx, la distance de deux plans consécutifs étant au plus égale à «. 4 chaque 
partie s de S comprise entre deux plans consécutifs P, P', nous ferons cor- 
respondre une partie o de X constituée par la projection, faite parallèlement à 
Oz de s sur le plan JI équidistant de P et de P'. 

Pratiquement,! on fera sur le plan tOz la représentation topographique, par 
courbes de niveau cotées de la partie de S se projetant à l’intérieur de 1. Dans 
cette . région, toute courbe intégrale C de (27) est représentée approximativement par 
une ligne brisée C" dont les sommets sont sur les courbes de niveau: tout côté de la 
brisée est limité à deux courbes de niveau consécutives, et a pour coefficient augulaire 
la. demi-somme des cotes de ces courbes de niveau. 

L'emploi de cette méthode est trés pratique lorsque les courbes de niveau 
fit, x) — constante, sont faciles à tracer; le lecteur imaginera aisément un exemple 
ou il en serait ainsi. 

Plus généralement on pourrait diviser ./ en domaines partiels 0, tels que dans 
chacun d'eux l'oscillation de f(f, x) soit au plus égale à «. On construirait ~ en 
prenant dans chaque domaine d une valeur constante intermédiaire entre les 
valeurs extrémes de / dans le méme domaine. 

Ce procédé, au point de vue analytique, est analogue à la méthode de 
Caucuy-Lipscuirz. Il en diffère en ce que la determination des valeurs in- 
termédiaires? de t correspondant aux sommets de la brisée, s'y fait en limitant 
directement Voscillation de f(t. x). 


12. Nous avons supposé que la fonction f(t, x) restait finie. Pour lever 
cette restriction, et ne pas écarter les points des courbes C ot la tangente est 
paralléle à Ox, donnons à l'équation (27) la forme 


dt dx 


(28) P(t, x) Q(t, x) 





Supposons que les fonctions P et @ soient finies et continues dans une 
région ./ du plan tOx, qu elles ne s'y annulent pas simultanément, et qu'elles y 
vérifient les conditions de LipscHiTz 


! Comptes Rendus, 20 février 1905. 

? Le calcul de ces valeurs exigerait la résolution d'équations finies; et, en toute rigueur, 
la methode indiquée donnerait lieu à une discussion à laquelle nous ne nous arréterons pas. 
Il nous semble également inutile d'étendre ces considérations à un système (1) quelconque; la 
seule application pratique de l'idée qui est à la base de la méthode, est, dans le cas général, 
la remarque faite à la fin du n9 8. 
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(PCs) Pera) < alé—t'| + 5|x —z | 
| IQ(t; x) —Q(t, 2) |<clt—t|4+d|x—2'. 


En prenant pour variable indépendante l'are s d'une courbe intégrale, 
l'équation (28) donne le système 


dt 5 


a. 12 da 1 Q 
dis 38 VP? 4Q ds 


(30) Oo yrra: 


Les seconds membres de ces équations satisfont, comme on le vérifiera 
facilement, à des conditions de LirscHitz analogues à (20); ils sont liés d'ailleurs 


par la relation P+ Q? — r. 
Tracons les courbes de niveau X; 


PAG) eroe OI) err Be 


les angles 0; étant choisis de facon que o € 441 —0; « 2«; le nombre « dépendant 
des coefficients des inégalites de Lrpscuirz et de la longueur maximum S des 
ares que l'on veut étudier sur les courbes intégrales C. : 

On construira les brisées C' ayant leurs sommets sur les courbes N;, l'angle 


0; + bis: 


que fait avec Ot le côté compris entre N; et N;,1 étant Ces brisées 


représentent approximativement les courbes intégrales €; on évaluerait facilement 
lapproximation. Il est bon de noter que, dans ce cas, on comparerait les ex- 
trémités d'ares de C et de C' ayant méme longueur; cela tient au choix de la 


variable indépendante s. 


13. Nous n'avons jusqu'ici trouvé que des limites supérieures des valeurs 
absolues des erreurs que comportent les solutions approchées d'un systeme 
d'équations différentielles, sans rien indiquer au sujet des signes de ces erreurs. 

Observons d'ailleurs que le systéme (11) déterminant ces limites supérieures 
w(t) correspondant aux équations (1) et aux solutions approchées y(t) du n° 7, 
présente, par la forme linéaire de ses équations et la grandeur de leurs coefficients, 
une certaine analogie avec le système auxiliaire ou les équations aux variations 
que MM. DarBoux et POINCARÉ ont utilisés pour étudier les solutions d'un systeme 
différentiel voisines d’une solution donnée. On est alors conduit à penser qu'en 
tenant compte des signes dérivées partielles auxquelles correspondent les coeffi- 


3 S c ETT d'y: 
cients des inégalités de Lipscuirz et de ceux des différences = 


AUS his sey Yn), 
on peut arriver à des résultats plus précis, en diminuant au besoin l'intervalle 


d'étude. C'est ce que nous allons montrer, pour Je cas d'une seule équation, en 
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utilisant un intéressant théorème dû à M. PérrovircH.! que nous rappellerons 
tout d’abord. ) 
Ce théoréme permet la comparaison directe des solutions de trois équations 


différentielles 

(31) = fa), 
(32) ^r = ott, u), 
(33) = — W(t, v), 


quant les hypothèses suivantes sont vérifiées. 

Soit À une région du plan ¢. x où l'équation (31) est régulière, où les fonc- 
tions y(t, x), W(t, v) sont continues, et où les différences f—y — f(t, «)—y(t, x), 
f—w=f(t, x)— w(t, x) sont de signes constants et contraires. Soint P(o, a) un 
point de cette région, x(t), w(t), u(t) les solutions de (31). (32), (33) correspondant 
*à ce point, c'est à dire prenant Ja valeur « pour £ — o. 

Appelons J un intervalle o «t « 0 où u(t) et v(t) existent et sont continues, 
et sont telles que les points du domaine R’ définis par les conditions: ¢ compris 
entre o et 0, x compris entre u(t) et v(f) soient intérieurs à A. 

Dans ces conditions, æ(t) est défini dans l'intervalle 7, la différence x(t) — w(t) 
a le signe de f—, v(t) —v(t) a le signe contraire, celui de f — (^. 

Cette proposition, dont la démonstration est simple, peut étre étendue à des 
systémes d'équations du premier ordre. A l'aide de cette généralisation on peut 
démontrer d'une facon nouvelle les résultats antérieurement obtenus; nous n'in- 
sistons pas sur ce point, et nous passons à l'application annoncée. 


14. Considérons l'équation 


d da 
(34) ar fe». 


et une fonction y(t), solution approchée de cette équation, prenant pour ¢—o 
la valeur initiale x, de la solution cherchee. Posons 


Q(t) — f(t y) — = 


admettons, pour simplifier que Q(o) ne soit pas nul, et que les solutions exacte 


! Mathematische Annalen. T. 54, 1901, p. 417. 
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et approchée x(t), y(t) soient continues, ainsi que- leurs dérivées premières au 


voisinage de t—=o. Désignons par 0 la différence z — y. On a pour t=o 


Dans bien des cas, par exemple si x et y sont développables en séries entières, 
on peut prévoir l'existence d'un intervalle (o, /) où 0 garde un signe constant. 
Ce signe est alors celui de Q(o). Nous supposons que l'existence d'un tel inter- 
valle est établie, et nous allons le déterminer, c'est à dire trouver un nombre 1 
tel que pour o <t</, 0 garde un signe constant. 

On peut éerire | 


Ô 
a = f(t, x) — f(t, y) +00. 


Admettons l'existence et la continuité des dérivées premières de f(t. x), dans 
le domaine D défini par o<t<r, y(t) —« € x € y(t) + &,! nous pouvons écrire 


f(t, x) — fit, y) — 0f, (t, y + 00) 


(0 est une fonction de ¢ qui reste comprise entre o et r; de méme f. (t, y + 00) 
est une fonction de /, soit P(t). Si cette fonction était connue, on aurait à et 


par suite +, en intégrant l'équation linéaire 


: KR s 
(35) dt — o P(t) + Q(t). 


Mt; v) — f (t, y) 


u—y 


Mais f(f, x), x et y étant continues, est fonction continue de 


( tant que z— y n'est pas nul: de plus, si pour f — f, x et y sont égaux, f. (t, y + 00) 
est encore continue pour cette valeur de ¢. La fonction P(t) peut done étre 
supposé continue dans l'intervalle o ££ £r; et de méme pour Q(t). 

Supposons que pour tous les points ¢, x du domaine D on ait 


m<fi(t,%)<M, A(t«Q()«.-4(); 


on prendra pour / et ./ des constantes ou des fonctions de f. mais de telle facon 
que Z(o) et .7(o) aient le signe de Q(o). 
Si à est positif, on a 
dm «OP(t) «oM, 


et des inégalités de sens contraires, pour 0 «o. 


! Dans cette inégalité, æ est une variable qu'il ne faut pas confondre avec l'intégrale 
xt), que désigne habituellement la lettre x. 
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Admettons que Q(o) soit positif, et comparons 0 solution de (35), 0, et 6, 
solutions de 


(36) — m 4- 4, 
& Rp 


sannulant pour /— 0. Pour appliquer le théorème de M. PÉrTROvVITCH, nous 
regarderons les équations (35), (36). (37) comme correspondant respectivement à 
(31), (32), (33), 0, 0,, 0, désignant maintenant les variables appelées plus haut 
x, u, v. Nous devons chercher les signes des différences 


(P—m)80 --Q—2, (P— M)à + (Q— 4) 


qui, puisque @(o)>o entraîne d 0, sont respectivement + et —. On a donc 
tant que 0 est positif et inférieur à : 


à, x) Oy. 


D'autre part les fonctions 0, et 0, ont pour £ positif et trés petit le signe + 
commun à (o) et -4(o). 
Il résulte de là que si l'on désigne par / un nombre positif inférieur à r et 


à la plus petite des racines positives des équations 
0, 20) à. — €, 


dans tout l'intervalle (0,1) 0 sera positif et x supérieur à y. 

On traiterait de la méme facon le cas où Q(o) «o. Il est évident, du reste, 
que lon pourrait élargir les hypothéses qui viennent d'étre faites. Mais les in- 
dications précédentes suffisent à montrer l'intérét qui s'attache à l'étude attentive 
des équations linéaires telles que (35) analogues aux équations aux variations 
construites avec les solutions approchées.! 

Grenoble le 15 février 1906. 


! Depuis que ces lignes ont été écrites, jai obtenu à ce sujet des résultats qui sont 
resumés dans une Note des Comptes-Rendus (10 février 1908). 
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LES DERIVEES PREMIERES ET SECONDES DU POTENTIEL 


PAR 


HENRIK PETRINI 


a VEXIO. 


Introduction. 
L'équation de PorssoN 
1V —- -47t0, 


ou V désigne le potentiel Newtonien dans le point P(x, y, 2) d'une masse à trois 
dimensions dont la densité en ce méme point est égale à o, a été déduite par 
PorssoN en 1813 sous la condition que la densité-est constante dans le voisi- 
nage du point P. Puis Gauss, en 1840, a déduit la méme formule sous la con- 
dition plus générale, que o admette les dérivées du premier ordre. Aprés Gauss 
plusieurs géométres et physiciens, parmi lesquelles nous citons DIRICHLET, RIE- 
MANN, CLAUSIUS, KIRCHHOFF. KRONECKER, ont essayé de déduire la formule de 
Porsson dans des cas plus généraux.! Mais ce n'est qu'en 1882 que M. HórpEn* 
a réussi à la déduire sans avoir recours à la condition de Gauss, en supposant 


seulement la condition 
le —0, | rd; 


Co 


Q. situé dans l'intérieur d'un petit espace autour du premier point, r la di- 


étant la densité au point considéré P, la densité dans un point quelconque 


stance PQ. A et « des constantes positives. Plus tard, en 1887 M. Morera’, a 


déduit la méme formule sous la condition plus générale encore, que l'intégrale 


1 Voir M. BacnaracH: «Abriss der Geschichte der Potentialtheorie.» Diss. Würzburg 1553. 

2 O. Hörver: «Beiträge zur Potentialtheorie.» Diss. Stuttgart 1582. 

? G. Morera: «Sulle derivate seconde della funzione potenziale di spazio.» Rendiconti del 
R. Instituto Lombardo Serie II, Vol. XX, fasc. VIII. Milano 1887. 
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est finie et déterminée le long de chaque rayon vecteur partant du point P, et 


que o, est une constante absolue. Enfin j'ai réussi! en 1899 à déduire la 


Vo 


formule de Potsson sous la seule condition que la densité o est continue, mais 


en définissant le symbole /V de la manière suivante: 


3 : y QV (x +h, y,z ) V (x, 9,.2 
av = tim Vg [Ter ten OT ve], 
esos 





en supposant que les rapports des incréments h,, h,. h, ne tendent ni vers zéro 
ni vers l'infini. Dans ce cas il peut arriver que ./V existe quoique les dérivées 
APE IBY PW E ; ; 

dee’ ay a existent pas separement. 

Cependant tous ces développements ont été faits en supposant que la 
densité o est continue. Ils ne suffisent done pas pour mettre en évidence, com- 
ment se comportent les dérivées secondes dans un point de la surface du corps. 
Pour cela il faut faire l'analyse des dérivées du potentiel dans le cas plus général 
encore, où la densité o peut être discontinue. 

Une question analogue et d'un intérêt aussi important est celle qui se rap- 
porte à la détermination de la dérivée première du potentiel d’une simple couche 
pour un point situé dans la surface ou infiniment prés d'elle. Cette question a 
été traitée par MM. HórpER? et MorEra* sous les mêmes conditions que la 
précédente. Plus récemment M. PoIncAaRE ! a traité cette question d'une ma- 
nière très générale. 

Enfin la théorie du potentiel d’une double couche dépend de lévaluation 
des dérivées secondes du potentiel d'une simple couche. Ce dernier probléme a 
aussi été traité par M. PoINCARE dans des cas très étendus. M. LIAPOUNOFE a 
démontré un théorème fondamental sur le potentiel d'une double couche? L’appli- 


cation de ce théorème exige qu'on sache si la limite de la dérivée normale ex- 


! «Demonstration générale de l'équation de Poisson 4 = — 4zp en ne supposant que o 
soit continue. K. Vet. Akad. Ofvers. Stockholm 1899. 
* O. Hörver: «Beiträge zur Potentialtheorie.» Diss. Stuttgart 1882. 


? G. Morera: «Intorno alle derivate normali della funzione potenziale di superficie.» 
Rend. Lomb. S. IL V. XX fase. XIV. Milano 1887. 

‘ H. Poixcare: «Theorie du potentiel Newtonien.» Paris 1899. 

? A. Lrarouxorr: «Sur certaines questions qui ce rattachent au probleme de Diricuipr.> 
Journal de Mathématiques IV série V, 1898 pp. 241—311. 
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térieure, du potentiel d'une double couche existe, mais les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que cela ait lieu n'ayant pas été données, il dit (p. 293): 

»Il va sans dire qu'il est impossible de donner les conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'existence, la régularité et l'égalité des deux dérivées normales 
de W. Mais on peut en indiquer des conditions suffisantes plus ou moins géné- 
rales, ete.» 

Dans le présent mémoire j'ai essayé de donner les conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'existence des dérivées premiéres et secondes du potentiel en ne 
faisant en général sur la densité d'autre hypothése dispensable que celle qu'elle 
est finie. Le cas ot la densité est infinie en un certain point peut étre traité 
de la méme maniére, quoique ce cas soit ici exclu. Quelques-uns des princi- 


paux résultats de mes recherches ont été publiés dans des mémoires divers. * 


CHAPITRE I. 


Les dérivées secondes du potentiel d’une masse à trois dimensions. 


2 : Roe EE » ; 
$81. Evaluation de la dérivée De Pour l'étude du potentiel et de ses 
dérivées dans le voisinage du point P(x, y, z) il suffit d'en étudier la partie qui 
se rapporte à une petite sphère, dont le centre est en ce point P. Soit a le 
rayon de cette sphère o une fonction qui dans le domaine de cette sphère reste 


S 


plus petite qu’une constante finie, et posons 


de 
en 
> 


(1) p 


où dr est l'élément de volume dans le point Q(Z,7,2) et 7, la distance PQ; 
l'intégration s'étend sur tous les éléments de la sphère. Soit V; le potentiel de 


1 Voir aussi Ernst RicHagp Neumann: «Studien über die Methoden von C. Neumann und G. 
Romi zur Lösung der beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Preisschriften der 
Fürstlich Jablonowskischen Gesellschaft. Leipzig 1905 pp. 38—46. 

? «Sur l'existence des dérivées secondes du potentiel» Comptes Rendus. Paris 1900. 

«Allgemeine Existensbedingungen für die zweiten Differentialquotienten des Potentials. 
K. Vet. Akad. Ofvers. Stockholm 1900. 





«Etudes sur les dérivées premières du potentiel d'une couche simple.» Ibid. 
«Les limites des dérivées secondes du potentiel d'une couche simple.» Ibid. 1901. 
«Continuité et discontinuité des dérivées du potentiel» Ibid. 
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la sphère au point P'(«7+h,y, 2), la quantité 5 étant assez petite pour que ce 
point se trouve dans l'intérieur de la sphère; soit de plus R la distance P'Q 


et posons 


&—27-+7c08s 3 
— y + r sin 9 cos w 








(2) N 
E —2 +rsin 9 sin Ww 
COS 9 — qu. 
Nous aurons 
R — Vi —arhu th 
27 1 a 
= law | aw | erar 
"o = 0 
er 1 ó 
1 . 
| y Jaw | du | Wee 
(3) he a a 
27T 1 a 
7) 7 ? > > 
AT Jaw | udu | odr 
dx « t Le 
Do =il 0 
27 1 a 
0 V; | ] ru—h , 
TP = a | du | B dr, 
Qe Si 0 
d'oü, en posant 
(4) {? mp 
a [q — Vf —2tu +1, 
on déduit 
27 1 
V, OV | 
iat ge) = Je TDI |o teas 
hiór 0x q? 
0 
2 1 D 
Uo TOR 
| 1] | du | Q ES "eu dt-— I4 I, 


2n NA or 00— I 
en nommant les deux dernières intégrales /; et /'; resp. La quantité c 12 


ne changeant pas de signe entre les limites d'intégration de 7;, on peut écrire 


27 1 1 
à 


B 


27 1 1 tu 2; 
jan [ean "m du— | ov | ude | eat 


0 0 zl 0 =i 0 


Les dérivées premières et secondes du potentiel. 131 


o' étant une valeur moyenne de o. Le premier terme du second membre est 
——#zo, done lim /; est finie. Soit w une constante quelconque choisie de 


h=0 
manière que 
a 
SUD SS ie 
h 
done on aura 
1 
2x 10 t 27 10 1 
r,—— | au] eat |o* —"*a Jon Jeu e T ie 
a 6 J q’ q 
0 1 —1 1 
t 
a 
27 1 10 27 H h 
CURSE 
E dw) | udu | odt + | dw | du | e| Tu = CAN hie 
1 © zu E ) 


et on trouve comme pour /; que chacune des trois premières intégrales du 
second membre a une limite finie, quand h tend vers zéro. La dernière inté- 


grale peut étre mise sous la forme 


[av | du | I + Pent. 


ou lim P(E, «| est finie. Par suite elle a une limite finie pour lim 4 — o en 
tn I 


même temps que la quantité K;, définie par l'équation 


[ Zr 1 . D 
IR fav | (3 u? — 1)du | ¢ E 
Wo ew ^ 
AP US : 
(5) = | aw | (G3u?— ı)du | oa" 
‘0 = "n 
f di 
Rt | 0,34". 


ou lintégration s'étend sur l'espace qui se trouve entre les deux sphéres con- 
centriques de rayons h et a. Les développements donnés conduisent done au 


résultat suivant; 
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Théorème: Les fonctions V, Vj, et Ky, étant définies par les équations (x), (3) 
t (5), done 


lim 


jp NER 
5 | zl est. finie. 


a 0a 


Corollaire. St la quantité 
(6) K — lim K; 


h= 


est finie, la dérivée 











Ü V, d V ee 
Z m0 Al dx 5) est finie. 
En resumant les formules neus pouvons écrire 
| 1/0V,; QV t 
h le En Ox = Ki + Tn 
MP : 
dr 
Kj = ul zy rie L 
| D Ja u )du | on 
(8) CT ^ | 
| (d , E i 
tu— ra 
In= lan lan lo et ja: ja DI I pid uw a 


‘0 


lim Z finie. 
h=0 


§ 2. Cas des valeurs déterminées. La densité 9 est fonction des coordonnées 


(x, y, z) du point considéré P et des coordonnées relatives (r, 9, v du point Q, 


de manière qu’on peut écrire 
(9) o=ol(r, 9, V) —o(ht, 9, V). 


Restriction imposée à la fonction o. Jusqu’ici nous n'avons fait que supposer 
que o soit une fonction intégrable des coordonnées (5,5, 2). Dans la suite nous 
o la condition que dans le voisinage du point P elle est 


x 


imposerons a la fonction 
continue le long de chaque rayon vecteur autour de ce point, c. a. d. que si l’on pose 


(ro) oo (u, V) — lim o(ht, 9, V), 


h=0 


0, doit être une fonction de u et de ¥ bien déterminée; de plus nous supposerons 
que la fonction o, est intégrable pour toutes les directions (u, W). 
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est une constante absolue, indé- 


Co 


Remarque. Si la densité o est continue, o 
pendante de u et de wv. 

Dans ces conditions nous pourrons prendre h assez petite pour que o — o, 
soit si petite qu'on le voudra. Soit Lj ce que devient L; quand on y remplace 
o par o, . On trouvera en remplaçant o par o— o, dans l'équation (1) et en ré- 
pétant les démonstrations du § ı que la quantité L;— Lj devient infiniment 
petite en méme temps que o—g,. Par suite la fonction L; est continue par 
rapport à la variable A dans le point 5 — o. On pourra donc écrire 


lim £L; = lim Lj, 
h=0 h=0 


Nps. "To 
(11) X: limp, ( ng 2 Ki] im = IDE 


n-o LR 0x Ox puc 


ou L est une quantité bien déterminée. Nous pouvons done énoncer le théoréme 
suivant : 


Théorème: Si o,(u, V) -limo est une fonction bien déterminée et intégrable, 
r=0 


anc 5 à D AO ¢ 
la condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée FPS 
ga 


déterminée est que la quantité K, définie par l'égalité (6), a une valeur finie et 


ait une valeur finie et 


déterminée. 
En effectuant le calcul de Z on peut intégrer par rapport à t. A l’aide du 

tableau I des intégrales à la fin du mémoire on trouvera 
( 02V 


nella IY, 
Oa 


J 


Jh = | oer (odo 


oO 


(se) 


I—u d@M(u) 
d'u 





piu)=1—3u—5su (3 u? — x) log 


3 I—u 
Du) =u—wv? —$w + (u— u?) log — 


DER): 
dw étant l’element de surface de la sphére deerite autour du point P comme 
centre, et dout le rayon est égal à l'unité; l'intégration s'étend sur toute cette 
surface (2). Les quantités K et o, sont définies au moyen des égalités (6), (5) 
et (ro). 
Corollaire. Si AK existe, on aura 


(13) | 0, (3 wu? —1)du= o. 
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Remarque sur la quantité L. Si la densité o est continue, on aura 
(14) L-—-—$co(v, y; 2), 


par suite dans ce cas la quantité L est aussi continue. D'autre part, si la fone- 
tion o est discontinue, il peut aussi arriver que la quantité Z est discontinue. 
En effet, considérons la surface qui sépare deux corps de densités continues, et 
supposons que ces densités sont différentes à la surface commune. La fonction 
L est continue dans l’intérieur de chacun des deux corps, mais se rapproche de 
deux valeurs différentes, lorsque le point P s'approche d'un même point de la 
surface, selon qu'il se meut dans un corps ou dans l'autre. 


§ 3. Cas particuliers, où existe la dérivée PE D'aprés les résultats du 


paragraphe précédent, il faut et il suffit de considérer la quantité K. Cette 
quantité a une valeur finie et déterminée dans les cas suivants: 


1 


(15) «) | o(3u2—1)du=o. 
=i! 
Ce cas aura lieu par. ex. si la densité o est constante, si elle est fonction de 
r et de v/, mais est indépendante de vw, si elle est une fonction impaire par rapport 
à la variable w, etc. 


J 


(16) g) | od — o. 
"o 


Ce cas aura lieu p. e. si à chaque valeur v, de / correspond une valeur w, 
de la méme variable de maniére que 


o(r, w, V,) — —o(r, w; 5). 


Exemples: o(r, u, W)——o(r, u, —W), ou = —o(r, u, 7t —wW)ou 


N 


— — o(r, u, w + V) etc. 


Remarque. Dans ce cas 5) K est —o pour chaque point de l'axe des x; 


sae GE : 
par suite =; existe tout le long de cet axe. 
dx ; 


> 


9 — o(ru, wv). 
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En effet, posons 
rA — x, 
at 
27 «a 1 27 h h 
dz! (° : quos 
K,= lau | o(a', V) ur | (zu — x)du + lau E - | (338 — x) du + 
x t x * 
0 h z' 0 a x 
a a 
z' a! 
27 0 a 27 —h a 
da! : n décide 
is | ae | zt | Gu— 1) du + Jaw | Qu | (gu — du. 
0 —h a 0 Za =1 
-h 


En effectuant la troisième intégration de chacune des quatre intégrales du 
second membre, on trouvera que lim K; est finie et déterminée. 











h=0 
ete 00 n. ae 
0) La dérivée ge est finie et intégrable. 
En effet, on a 
(a) 7 (a) ,1 (a) „1 
K | 0 - | Ü — d je 0. 1 
> OT = 
(18) 1j] 0g JUGUETES Hd c OTT 
(h) (h) Wa) = 


où les intégrales de volume s'étendent sur l'espace qui se trouve entre les deux 
sphères de rayons Ah et a, et l'intégrale de surface s'étend sur les surfaces de ces 


mémes sphéres. Cette derniére intégrale est finie, car on a 


où On(a) et On(h) sont des 
ae SPEM 

Donc la dérivée Yr existe. 

dx: 


Exemple. 
la derivee — ; existe. 
dx? 
shui: 1 
(rg) €) lim | (o— 0) — 
h=0,/ 


h 





Si o est fonction de » et de ©, mais non pas de §, c. 


(a) 
2 
„du 
= Ge TE 


th ) 


=a 4 7t [o5 (a) = Om(h)], 


valeurs moyennes de o sur les deux sphères resp. 


à. d. 


si 


e=e(n, 6), 


a 


est finie et déterminée, et | 0, (3243 — 1)do = o. 
= 


(Q 
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En effet, on aura 


A 











(a) 722 (a) Ape = a 
iL T r . dr 
. Kj le jp — | (e — 0) 5 zs d  — | (34? — ı)do | (o —0) 
> «/ EI u Lo 
(h) (h) O h 


.. lim K; est finie et déterminée. 
h=0 


Remarque. Le cas particulier où o, est une constante absolue, coincide avec 
celui de M. MonERA. Pour o— 0, — ^q, « » 0, lim finie, o, une constante ab- 
r=Ù 


S 


solue, on retrouve le cas de M. HOLDER. 


Exemple. Soit 





u? 
0 ———, @<I, 
» I 
log ; 
(20) 1 
| log ; 
| COE, = 49a log —, .:. lim X, infinie. 
log - h=0 
B. 
QE s = - 5 c 
Dans ce cas og * existe pas, quoique la densité o soit continue dans tout 
l'espace. 


£) Plus généralement on trouvera sans peine qu'on peut énoncer le théo- 
réme suivant: 
Théorème. Soit 


o(r, u, U) a (u, y) mis us (7) Qi (u, v) sls Uy (7) 0; (uw, v) At Un(r) [os (%, y) nr o(r, u, v], 


\ » D Uy+1 
où limo—o et lim "+ —o 
r=0 r=0 lly 


Supposons de plus que Vintégrale 


devienne infinie pour limh—o si v «n, mais quelle ait une limite finie, lorsque 


v est =n. Pour que lim Kj soit finie, il faut et il suffit que 
h=0 


(21) | (gu? 1)dw =o pour v<n. 


cy, 


Oo 
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ami ucy T. ORE Uc 
8 4. Continuité de la dérivée dat Cas particuliers. Nous supposerons dans 
dx? 
ce paragraphe que la densité o est continue, donc la quantité Z est continue, et il 


reste à examiner la continuité de AK. Nous considérerons quelques cas parti- 


culiers. 
«) La densité o est constante. Dans ce cas, nous avons trouvé L — — ro, 
Ro 
oy 
OR NATL OAM ri. CT IER 5; 
(22) ne DZ grola |y. 2)- 


0? y : ai IE ar 
La valeur de da? dans le point voisin (zx y', 2') diffère de la quantité 





— 45; o (a, y, 2) d'une quantité qui ne dépend que des masses voisines de la sur- 


ir QUE À : s 
face de la sphére (a). Done la dérivée ja est continue dans toute direction. 


oh 


le! "T : 
g) | gd — o. Dans ce cas, la dérivée jj est, évidemment continue le long 
d 5 
: 


0 


de l'axe des x, parce que A y est toujours — o. 


977 


: AN NEU 
7) @ est fonction de ru et de v'. Dans ce cas, la dérivée =; 
OX” 


existe pour 
tout point de l’axe des x ($ 37) et est continue le long de cet axe, si la den- 


sité o y est continue. 
BR. 018 E m UN VE. 
0) La dérivée . est finie et intégrable. Dans ce cas, la quantité K existe 
> 


et est continue dans tout l'espace, ce qu'on trouve d’après (18), en observant 
que la dérivée premiére du potentiel est toujours continue. 


a 


Anz dr A SE nee ; : spi! 
€) Si lim | (o—0,) — est finie, la quantité K n'est pas nécessairement finie 
A0, T 
h 


en tous les points du voisinage de l'origine. En effet, la fonction o peut être 
définie. de sorte que, dans une infinité de points de l'axe des x, situés dans le 
voisinage du centre, la quantité 
27 1 
| du! | 0, (32? — 1)du est ~o. 
0 = 
Exemple. Supposons que U soit une fonction harmonique de x et de rV 1 — u® 
dans le demi-plan w/'— const. et que cette fonction prenne sur l'axe des x des 


valeurs discontinues aux points 
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x =k,, hy, k..., Eua «IR, limk, =o. 
y—o 
On sait que dans le voisinage d'un tel point (%k,) la fonction U prend des 
valeurs de la forme 4, + 9,, où J est l'angle que fait avec l'axe des x le rayon 
vecteur qui part de ce point, et où y, et y, tendent vers des constantes a, et b,, 
lorsque le point Q(§, 7, 5) tend vers ce point. Posons 


(23) OUEN) 


où la fonction u(r) est déterminée de manière que 


a 
> 


: dr — 
lim | u(r) — est finie. 
h=0 « Lis 

ü 


Done nous aurons en ce point 


ox = (a, + 6,9)? u(k,) 


2 1 
a B 


| av | ox(3x?@—x)du— 167r b? u (b, ), 


0 =u 


par suite la quantité A ne peut pas être finie (13). Il 


peut done arriver — au moins si la densité o est discon- 
19 T7 
tinue — que la dérivée We devient infinie dans une 


infinité de points voisins du centre, quoique au centre 
lui-même 


Se dr ee. 
lim | (o— 0;) 4, Soit finie. 





o=o(r, W) à l’origine. Nous chercherons la 
valeur de X au point P(k, 0, o). 
Soient a>k>h et R la distance PQ (fig. 1), 


R-=Vr—arku+ be 


dui | o(r, Wr°dr ee 


(24) et K,- | 0 gs di -J 

h 0 

les limites de l'intégration étant 
r: 1) oà k—h 2)k—hak+h 3)k+haa 

R: 1)k—ràk+r 2)hak+r 3)r—kar+k. 
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En considérant R comme variable indépendante au lieu de u et en inté- 


grant, on aura 


fe 672—2 (7? — k?)2 
fa Lu fee. rar | SE u- RS = RS | 
27 k— 27 RH 27 k+h 
2 | à TENTE) 2 
cé Je Je ®dr+ tg Je for di — 1 fau fe sn n = rar. 
0 ken k—h 


Posons r— ks dans la premiere intégrale du dernier membre, r — k + hs 


dans les deux autres, et h—= ka, .. o<a<1, 
27 1-4 27 
25 die ems |n | o(ks, V) s?ds + 2« Jew , (k + kas, V) (x + as)’ds — 
0 0 
27 1 
— | dw | o(k+ kas, v) — $8? + as(3 — s?) EE E 65*— s*) (1 + as)ds, 
0 = 
(25) TR en fi fe (ks, W)s?ds — feu (k, W)dw. 
En 
0 


De plus nous trouverons, si la fonction o est continue, 


S 


(26) lim K — o, 


k=0 


done nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Si par rapport à l’origine o est fonction de r et de W seulement, 


bj 
79 Y7 


la dérivée az est finie et déterminée en chaque point de laxe des x; elle est aussi 
A 5 2 


continue le long de cet axe, si la fonction o y est continue. 


9 T7 


; ss ; notos WAT : 
Corollaire. Si o est fonction de r seulement, la dérivée De existe dans tout 


l'espace; elle est aussi continue dans tous les points où la fonction o est continue. 
En effet, on trouvera (25) que la quantité K est continue et que lim K — o. 
k=0 


= A eV . : F 
$ 5. La dérivée seconde normale, tangentielle et oblique à la surface plane 


ds? 
d'un corps. Nous supposons que le point P(x, y, z) est situé dans une partie 
plane de la surface qui sépare deux corps dont les densités sont constantes et 
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égales à o, et o, resp. Menons l'axe des x positifs parallèle à la normale de la 
surface vers l'intérieur du corps dont la densité est o,. Nous aurons 


9—9, pour oS « €r1 et o—0o, pour —-I<U<o, 


S 


.. K,=0, L=—$xe + 4x0, 
o py 
EN COR 4 , 
(27) Ja? = "FAQ + $e. 
Dans la direction opposée, on aura de même 
oy 
28 -— — — $700, + $700 
(28) da? 3 UO, 3 UO, 


Pour faire le calcul de la dérivée tangentielle, nous mènerons l’axe des x et 
le plan i —o dans la surface, 


..g0=_, pour o € U' € z; et o — 9g, pour x<W<27x. 


Nous obtiendrons 


9 T7 


Afin de trouver la valeur de la dérivée Is dans une direction qui fait 


l'angle aigu w avec la normale laquelle est dirigée vers l'intérieur du corps dont la 
densité est o,. nous tirons l'axe des x dans cette direction de la normale et choi- 
sissons comme plan des wy le plan de la normale et de l'élément ds. Soient 9 
langle que fait le rayon vecteur r avec l'axe des x, ı" l'angle que fait avec l'axe 
des y la projection de r dans le plan des yz, et w le cosinus de l'angle que fait 
l'élément ds avec le rayon vecteur. On aura dans le cas général 


{ uw — eos 1 cos 9 + sin w cos U" sin I 
27 zx a 
d s EM ! "dr 
Ji = Jay | (312? — 1) sin 9d 9 | 0 
: : : ? 


0 0 h 








(30) ; 
0 0 
piu)=1—3u— 5u?— (zu? 1) log +“ 
py 3 
= — +L, 
ds? 


où X —lim K;. 
h=0 
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Dans le cas actuel nous trouverons 


x 


Ky= 0 
et par suite 


A 


2x 2 
D 


— 0% Jaw fu (u) sin 9d 9 + 0, far fr 


0 0 


T 7 
a 


(u) sin 9d 9. 


CE] — 


Posons 


D(9, W)= | p(u)sin 9d 9, 


c 


— 


(9, V) = $(cos?w + sin? w cos? V/) cos 9 — Fu cosw — cos I +u cos Ÿ + $u? cos 9 + 


fx . : I—4 
+ (2(cos?w + sin? w cos? U') cos 9 — 2 u cos w— cos 9 + u?cos Ÿ} log T er: 


5 - dd 
— 2sin?w cos i sin ?u/ | = 
J I—u 
27 Æ 27 us 
0? ; A , 
. = — 0 | du | p(u)sin Idd + (o; —0,) | dV | p(u) sin 949 = 
s Le u [24 Li 
0 0 0 T 
3 
Ir 
=— {re + (e, — 9) | LIES vof v) jdn 
0 
I + COSW 
Q (zt, V) — 1 + cos w — 4 cos? w — sin? w cos? V' — sin? w cos 2 V'log = — 
; 2 
^ € 
xu he dd 
— 2 gin?av cos W sin? W - 
JI =O 
7U ne I — Sin w COS V 
Q|—; WwW) = — $sin wcos eos U! — 2.sln # COS w cos UW log ——- E - 
2 s 2 
3 
"Ugo 
— 2 sin? # eos W sin? W —, 
Tu 


27 
«Jm (zc, Ww) dw — 2z (1 + eos w — & cos?ac) — I (x) 
‘0 


D D = v) di = 42r (cos 0 — cos?w) — I is 
7 
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«m 
, 


cos U sin? dl 
ILLI 





n 


I(9) = 2sin®w | a» | 
‘0 


> 
{ 





—27 | f2(1 — cos w cos 9)? — sin? w sin? 9) — 





5 sin? 9 
2z 
A 3 ie s I — COS W COS J "dw 
— 2 | ((r— eos: cos 9) — sin? w sin 9} ao | ——— 
c sin? J ECL 
0 
De plus on a 
a 
| du 27 
J r—u |cos2—cosw| 
0 
Mais 
ZU HE 
OL < —, eb XS D Sz, 
a EIE CE 
'. cos 9 — COW < o, 
I + eos 9 
'- [(9)= —22(1 — cos w)? ———,—— + const. 
(9) ( IT sin? 9 : 
27 
D( h D ae h erh te = q225 
x, W)— "EL ic [| — — 70.1 270 COS Wh, 
0 
PV À : 7L 
(31) dab t(0, +9) + 2zt(9g9 —0,)c0Sw, o<w< + 


De même on aura 


bo 
a 


02V 
ds? ROS 


S 


7 s 7t 
=— — (0, +9) + 272 (0,— @,)cos?w, «wm. 


Remarque. Si la fonction o n'est pas constante, et qu'elle varie d'une 
manière continue de chaque côté du plan considéré, de sorte que lim o — o, et — 0, 
pour les deux côtés, on retrouvera les mêmes formules pour la quantité L. 
D'autre part K n'est pas nécessairement — o dans ce cas. Pour avoir la valeur 


OPV, ; A us "Ts 
de je» on n'a done qu'à ajouter la quantité K dans les seconds membres des 
US” 


egalites (31) et (32). 


: Ee wild 02V Sn Po LA : 
$ 6. Les dérivées L'étude de la dérivée x dy 8° fait de la 


dx dy : dy a 0x 0y 


9 T7 


À si ( E 
méme maniére que celle de En posant comme précédemment 


0x? 
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Vy Vc kh, y, 2) 
u — cos d 
r—ht 
nous aurons : 
OVE, V0. 
P v = av] = I, Th 
27 7 1 


0 0 0 


In = | cos vdv | sin? 9d 9 | o(ht, 9, v) = -— 1) dt 


q =V@—2tuti 


a 


27 T h 
5 v S 
In = | cos Wd "| sin? 9d 9 | 0 bs sd 
‘0 ‘0 1 E 
L'intégrale /; peut s'écrire 
27 T 1 27 Ld 
; 2 8 N a 
In = | cos vd le (ht, U sin? 9d 9 | rond eos ud uU Jor. 9, W)sin 
‘0 ‘0 0 ‘0 0 


l' et t" étant des valeurs moyennes de f. 





1 
"p 3+ 2u I 
— dt = à - — ] 
| 7H 3(4 1) en) vou og? 
0 
qi V2(r— wu), 
*. lim J; est finie. 
h=0 
2 TE i 27 
3 
fij mm ev nay si sd | e ns 3057 ats fe 
JW t 
1 ‘0 
3 € 
: iss uk educ SP). lim P | | finie. 
t Ü t t= © \ 


Nous obtiendrons le résultat suivant 


De plus on trouvera 


0 


s+ 
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2949; 


a 
h 


cos we | sin? 9 cos 9d 9 Je 0 


dt 
t 
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( 02V = 
—— = K tL 
dxdy 
Ron ke, 
h=0 
; APPELS dr d 
K, =3 ]coswdw | sin? Icos Id 9 | o(r, 9, W)— 
n 0 5 
(33) 4 2 


= 0m 0 
r E ] 
h 


cos ud ui | 0, (9, V) y (u) sin? 9d 9 


'o 


(u) I jog ierat 
p) = —— —3—5u— 34 === 
/ TEE I 2 32 5 2 
u— eos 9 
= : LE I— cos) 
| | {cos 9) sin* 39d 9 —sin I + sin 9 cos 9 — $ sin? 9 — sin? 9log —— — ——. 
D'où le théorème 


Théorème. 


La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée 
existe est que la quantité K existe 
Cas particuliers 


Si la fonction o, est indépendante de v ou de 9, ce qui 
a lieu par ex. si la densité o est continue 


Va 
JL, Gib CES == 
dxdy 
Si la densité o est elle-même indépendante de U ou de 9, la quantité Kj 
eV 
est — o, et dans ce cas — 
dxdy | 
Peete SOT: 
Pour la dérivé nome ous aurons les formules analogues 
eV = - 
qr = K+ L 
Ü y Ox 
27 T 
Jo = fau | 5 (9, V) qu!) sin 9 cos 9d 9 
(34) | où 
h = sin Ó cos U! 
|| 


(w') sin 9 cos 9d 9 = 


! 

TES 

-—|(r + 4u' + u'log — sin? 9. 
Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant 
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pes eV : j a BET eV MOVE. 
Théorème. ~~ existe dans les mêmes conditions que =—.—, mais -_— m'est 
dy dx 0x dy 03 0a: 
s en général égale à vali 
; era u el 
pa 7 7 x y 


Remarque. Si la densité o est continue, done L — L' —o 


x 


GE 02V > 
"^Qyüvx = dxdy 











(EN 4 OV 


2 qe r 9" 10A 
§ 7. Valeurs des dérivées TEE et UE 


à la surface plane d'un corps. 


Soient o, et o, les densités de deux corps, dont les surfaces ont une partie plane 
commune, et soit le point P situé dans ce plan. Nous traiterons dans ce para- 
graphe trois cas. 

1°. Prenons P pour origine et dirigeons l'axe des x suivant la normale vers: 
l'intérieur du corps dont la densité est o,. Supposons que les densités o, et o, 





soient continues, .. la fonction o, est indépendante de w, 
= 0207 = 
L — o, —— = K 
dx 0y 


GENE : 
La valeur de "Em s'obtient en prenant l'axe des y comme axe des coor- 
y Ox 


données polaires. La fonction o, étant indépendante de 9, on aura 











02V oy m 
% 5 K 
dydx dxdy 


K est — o, si les densités o, et o, sont constantes. 
2°. Si l'axe des x est dirigé dans la surface et que l'axe des y fasse l'angle u 
w avec la normale, on aura, les densités o, et o, étant supposées continues, 
L=L'=o, 
eV oy 


COMES TTE D 





K est — o, si les densités o, et o, sont constantes. 
3°. Si laxe des z est situé dans la surface et que l'axe des x fasse l'angle 
aigu w avec la normale, dirigée vers l’intérieur du corps dont la densité est o,, 
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enfin, si l’axe des y 


prenant l’axe des z 


(35) 





u'=sin J cosw et vu! 
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. 7U ^ 
fait l'angle ~—w avec cette méme normale, on aura en 


comme axe des coordonnées polaires, 


E a 


x 
a 


dr 
dde Ju u" sin 9d 9 fe p 


u 


h 


Kuna far 


— sin Jsinw sont les cosinus des angles que fait le rayon 


vecteur avec les axes des x et des y. 


Si l'on suppose que les densités o, et o, 


a 


L= fe ou q(u)do 


" 
(Qi 


@ = (2 cos? V/ — 1) | 


u 





sont continues, on trouvera 


-n 


„sin W | ay 


2 
‘0 
r 


+ 3608 ! cos 9 + sin J cos I — $cos Y cos? 9 + 
I—u 





yy! 


+ cos (30089 — cos? 9) log ="; 


n 











us 
. | 0 — 3? cos Y + 4 cos W log 2 + (2 cos? / — 1) | 2e 09. =) 
; E. : M J I— cos d'sin 9 
0 0 
27 7 
1 A do 
L= | 0, Sin VI(2 cos? — + au | = 
; a Pi Á r—cosU sin - 
0 ‘0 
TE 2m us wt 
£ 2c0oS®W—I . à 
079 le -—— sin Wd = (0, — 0 | a ) | UD 
j J " r — eos Wsin 9 Pau. sits e) E A 
0 0 +7 
cos! 2cos  2— sin? 9 
= — ———,—— log (1 — cos sin 9 
Sn sin? 4 sin? 9 s( )s 
= "4sin:w |, 2— sin? 9 1 — sin wsin 9 
f SN Eee EE Es 
J Lsin* 9 sin? 9 Pr sinwsin 9 
0 
aL u | dd 
—- = (9, — 0,)( 1 — 2 sin?» az = 27 (0, — 0,) (2 cos?w— 1 
dsinw (92 e ) I— sin :w sin 9 (9 — es) 


0 





COS 0 
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L étant =o pour sinw—o, nous aurons 


10 
> 





L=2a(o,—0 


Si 


) | (2 cos* w — 1) dw = 27 (9, — 9,) sin w cos w, 


0 


d'où l'on conclut 


À 02V PV = je 
(36) Wey mS — K + 25 (9, — 9,) sin w cos w. 


. , . ZU \ « 
Si laxe des y fait l'angle — + w avec la normale, c. à. d. si l'axe des x est 
2 


dirigé vers l'intérieur du corps dont la densité est o,, tandis que l'axe des y est 
mené vers l'intérieur du corps dont la densité est o,, on trouvera. 





o? y 3 T 2 
7 AGE 27 (0, — 9,) Sin w cos w. 
(37) | ay 
li - = K+ 27 (0, —0,) sin w cos w. 
dy 0x 


Si les densités o, et o, sont constantes, K est — o. 


217 


$ S. Existence de la dérivée Soient ds, et ds, deux éléments 


ds, ds, 
émanant du point P(x, y, z) dans les directions (A,, u,, v,) et (4,,4,, »,) resp., 
À, u, ete. étant les cosinus des angles que font ces élémerits avec les axes des 
coordonnées. Soient u, et u, les cosinus des angles que fait le rayon vecteur 


PQ avec les directions de ds, et de ds, resp.. 


|. u, =cos(r, ds,) — À, sin 9 cos W + u, sin 9 sin U + v, cos 9 


(38) e M 
| u, — cos (r, ds,) — À, sin 9 cos U/ + u, sin 9 sin U + », cos J, 


laxe des z étant choisi comme axe des coordonnées polaires, de maniére que 


§& —x =r sin J cos W 





C —2,— 1008 J. 


(39) | n—y —r sin 9 sin v/ 
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Soit V, la valeur de V au point P'(r--A,h,y -- uh, z+v,h) c. à. d. 
au point qui est situé à la distance A du point P dans la direction de ds,, 





IV [ T 
— —= | ou — 
CERN RENTE 
( 0) 0 V, E i i tl — Ch dr 
35 es com 
| c =cos(ds,, ds,) =A, À, + ut, tts + Y, v, 


/.9 "= = 9 
R =Vr—?rhu, + h?. 
En posant r — ht comme précédemment, nous trouverons 





0 Vj, IV st 
H 2 je] — a Lan 








hs, 0s, 
a (ay T 
à > gat 
| dr | er 
Ki, - nus oe | cy =, 995,08, f 
0) h e) 
a 
, h 
H 3 p m i | £5 M 
(41) | in | u, do Je(js—2)de+ Judo fes I E 1) dt 
195 'o (9) 1 | 
a 
1 h 
e E 
HY do | o5 dt - c [do I 2 Jat 
amma o IT 
| @ 0 un 
| q— Vt? —2tu, + I, 


dot l'on déduit 





PV : 
[asus Er 
IK Tim; 
h=0 
er | u = [alu Fu) —ex(u)ldw 
3 | (9 
= I p 
q(u) — ples ^3 ar Sfi oes log ser 
I I—U 
| x5) Exc). im > 
1 
OV. ME 
Pour ~——— on obtient la formule analogue 
ds, 08 3 


2 1 
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oy = | 
. ds, ds, — aria 
(43) | den 
L, — | Qo [t y (U2) — cx(u,)]dw. 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 


re. me ; A 5 no FÜR 
Theoreme. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée 173 
US, US 
1 2 
. 2 M re 3 3. “YA. 2t it OLN 
existe est que la quantité K existe. Si cette condition est satisfaite, la dérivée js à 
08, 08, 
existe, aussi, mais en général ces deux dérivées me sont pas égales. 
Corollaire: Si la quantité Ä est finie, on aura 
(44) | Qo (34, 4 —c)dw — o. 
(Q) 
5 PV 
Remarque. Pour c— 1 et w, —u,, on obtiendra les formules de Aes (30), et 
08” 
, m } A 02V 
pour c=o0, u, —cosŸ, uU, — sin 9 cos, on obtiendra les formules de 3705 (33). 
x a 


A OV 
§ 9. Valeur de la dérivée ——- 
0 s, 08, 


= 


1 la surface plane d’un corps. Soient o, et 


0, les densités de deux corps dont les surfaces ont une partie plane commune, 
et soit le point P situé dans ce plan. Dirigeons les axes des x et des z dans 
ce plan et l'axe des y vers l'intérieur du corps dont la densité est o,. Supposons 
que les densités o, et o, soient continues et posons oj —limo,, 0! 


) 
N2 


lim o,, done 


r=0 r=0 

la fonction o, est indépendante de 9. Or, on a 
(45) (A, cos U/ + u, sin V)? + vi 21 — (1; sin U — u, cos U)*. 

On peut done poser 

{A sin V — u, cos! — sin V, et de méme 4, sin !! — u, cos = sin W, 

À, cosy + u, sin U — cos, cos, À, cos + u, Sin YW — cos, cos ÿ, 
(46) : y, — cos V^, sin p, y, = COS U, sin 3, 
94 B,— 9, I+ g,— 3, 
2. U — Cosy sin 3 U, = cos W, sin 3, . 


Nous trouverons 
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2x Byz 
Le = | 0, cos W, cos(B, —2/p,)du i sin? 9, q (u,)d 9, + 
0 B 
2z Biz 
+ | 0, cos W, sin(g, — 2 8,) d | sin 9 cos), q(u,) d 9, — 
à 38; 
Bin 
er 9, cos W!, sin 3, sin(g, — p,)dw' | qp (u,)d 9, — 
‘0 "Bi 


Biz vu Ba. cu 


8, 


er, 0, COS p, du! | sin 9, x(u,)d 9, + c | 9, sin 3, du! jj cos 9, z(u,)d 9, . 
‘0 "o "p 


De ext 


De plus on aura 


J 


| sin? J, y (u,) d 9, — 3 cos V, cos 9, + sin 9, cos 9, —4cos V^, cos? 9, + 
u : dd 
+ eos ^, cos 9, (3 — cos? 9 )log—— + (2cos? v, — of u 
2 1 —4, 
Las : A I—%,\ . 5 
sin 9, cos 9,q(u,)d 9, = — |x + &u, + u, log — =} sin? 9, 
T— 4 a9 
n ( (u,) d 9, — 2cos V, cos 9, + 3cos V, cos J, log — + (3cos? v, — 2) | — 
t * 1 
I—4 BTE 
| sin J, z(u,) d 9, = cos 9, + cos 9, log ——— + cosy, = 
2 J I—4, 
€ UT CENT, IC MUI 
eos J, z(1,)d 9, = — sin J,— sin 9, log —— , 
= 
27 27 07 Bitz 
=" hers ' d$ 
p | o, Adw + | 0, Blog — ^ dy + | o, Cd | EUM 
x : 4 5 Jı—u 
0 0 0 Bı 
A — — 19 cos U^ cos W, cos 2; cos 3, — $ v, v, + 2c 
B =— 2 cos V, cos W, cos B, cos 9, — vv, + € 
C — cos? i^ cos, cos? 3, cos 3, — sin? V^, cos UW, cos ?, + 1, 7, COSY, cosÿ, — c COSY), cos p, . 
Mais o, — 0? pour o € <a et =o? pour zt € VU € 2x, 


or 


> 


| 9, Ad V — E (e; 03) (c — 3. 2) 
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Quant à la troisième intégrale, nous aurons à considérer quatre cas: 


1° A =u, —0. Dans ce cas », est — + r, et on trouvera C=o. Mais c 
est dans ce cas = 7, »,, 


(47) LD =—$a(o° + o!)c. 


Ce cas a lieu lorsque l'élément ds, est situé dans la surface. 
29 À. #0, t, —o. Ce cas se réduit au cas 1°, si l’on dirige l'axe des z dans 
la direction de l'élément ds,. 


3° 4,—0, u, #0. En prenant le plan de ds, et de l'axe des y comme plan 
des yz, on peut toujours réduire le cas À, 0, u, 0 à ce cas et inversement. 
Nous ne distinguerons done pas ee cas du cas 


49 4,750, H, 750. Posons 


[A =e, cosa, AE; COS, 
(48) | * 
(1 


— e, sin a, LU —e, Sin, 
J^. 4,0608 VU + u, sin V — e, cos(U — «,), À, cos Ÿ + us sin W =e, cos (VW — «,) 
sin, = e, sin (Wy — c, )- 
D'où il suit 
C — — ei e, sin (2 U' — e, — c) sin (VW — «,). 

Supposons que l'élément ds, soit dirigé vers l'intérieur du corps dont la 

densité est o,, .. s,» o. Nous pourrons choisir la direction positive de l'axe 
m SAG TU 

des x de manière que nous ayons aussi 4,>0, .. 0<a,< = En employant 


^ 


la formule 





' dà 2 = ; 
| Fe ey Wa) pou 270, Ua» eU 
TU," 6, SIN(W—«,) 
3 : À 
2 ( U' — e) SU > 4 
ge REDE — fU seca a Ct DOUL O > ELIO SEE 
e, sin (U — «,) UI ! 2 


nous trouverons 


d 9 oat 
3 9, C d v | Den 0° e, e; [cos (a, 4- «,) — eos (e, —a,)] — 1 (0? +02 )e, e; cos(a, + «,)— 


" ny 
0 0 
— — 47009 us — m (ot + 08) (lu de — tatto) 
(49) Loco — 0; ) tt, — 47007 + 0:)€5 t, 0 
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De même on trouvera, pour u, >0, 


[ZL, =L,, Bl Ae 0% mais 


VL, =— 2 (08 — pan, — Aa + olde, si ty < o. 


S 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Soient o, et o, les densités continues de deux corps qui ont une 
surface plane commune, et soit le point P situé en un point de ce plan. Soient 
de plus ds, et ds, deux éléments pris dans des directions quelconques et qui font 
avec la normale de la surface au point P des angles, dont les cosinus sont u, et uw, 
resp., la direction positive de la normale étant comptée vers l’intérieur du corps dont 
la densité est o,. Si l'élément ds, est dirigé vers l’intérieur de ce même corps, donc 


oy : 
ds ds 27" (e$ — ei) ns — Fa (Qh + oj)e + K 
x 2 
02V o?y 


I St Uy 20, mais 
VO VEN rn 

’ = — 270 (0; — ou, — $e (0) + os)e + K, si 

I 

(51) c =cos (ds,, d s;) 


K —lim K;, 
h=0 
(a) 
Kı=|e;—-dr 
PES US S, ? 
(A) 
où l'intégration s'étend sur les deux corps, sauf une petite sphère dont le rayon 
est égal à h et dont le centre se trouve au point P. 


Remarque. Les valeurs de L, et de Z, dépendent des angles que font les 
directions des éléments ds, et ds, avec la normale et de l'angle qu'ils font entre 
eux, mais à part cela elles sont indépendantes de l'orientation de ces éléments. 


Cas particuliers. 1°. Si les éléments ds, et ds, font entre eux un angle 
droit, c est — o, et on aura 


No I Exo Ghe Coit 6). 
2°. Pour c— 1 nous retrouverons les formules (3r) et (32) à la quantité 


3°. Si les densités o, et o, sont constantes, nous trouverons 


(53) IK =, 
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* 4 Sie 


— 9,, €. à. d. en un point, où la densité o est continue, on aura 


eV 02V 
zi = —&amec t K. 
E dis; dieses 0s; AS 


5". Pour u, —o ou ı,—=o on retrouvera la formule (47), et dans ce cas on 


aura toujours L, — L,. 


$ 10. La dérivée = 


js. À à la surface courbe d'un corps. Prenons la normale 
0s. 
1 2 


€ € 


comme axe des coordonnées polaires (fig. 2), et soit 9, la valeur limite de 9 
dans le domaine, où la densité est o,. Si les den- 


.ır À ^. ke 
sites o, et o, sont constantes, nous aurons Fig.2. 
27 a 9 
2 dr RER 
(55) Au =(0,—0,) | dw (324 u, — c) sin 9d 9. 
* T LE = . 
0 h vy 


Si nous écrivons 





u, — À, cos U'sin 9 + i, cos 9 + y, sin W'sin 9 


U, — À, COS U'sin J + u, cos 9 + ,sin Wsin 2, 





nous aurons 


27 a 2 
2 dr fhe : 2-5 “ay Fic 
Ky — (0, —0,) | dv | — | (1 + 3msin 9 cos 9 + 3nsin° 9) sin 9d 9, 
0 % $ 
ou , 
I —3uu, —c 


m = (A, ily + A, u,) COS D + (u, v, + u, v,)sin U 
n — (À, cos U' + v, sin W) (A, cos W + v, sin U) —u,u,. 


En posant 


et en intégrant, nous trouverons 


27 a 27 a 
z / " Ed ?: vento 
Kj — (9, —0,) | (+ 32) d v' | sink — + (0, —0;) | md v | (x — eos? 4) 
0 h ‘0 y 
2x a 
| SUD 
— (9, — 01) | n du | sin? À —- 
2 ? 
0 h 
20 
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Cas particuliers. 1°. Point régulier. Si P se trouve en un point régulier 


de la surface, la quantité K est finie. En effet, on a dans ce cas 


A=rA, lim A finie. 


r=0 


Plus généralement, la quantité K est finie, si 


h=0 


(56) lim | we est finie. 


h 





Remarque I. En un point où lim 4— o, les quantités L, et L, restent les 
r=0 


mêmes que dans le cas où la surface est plane. 


Remarque II. Si les densités o, et o, ne sont pas constantes, on trouvera 


de méme que la quantité A est finie, si l'égalité (56) est satisfaite. 
2°. Point conique. Dans ce cas lim À n'est pas — o, .. la quantité K n'est 
h=0 
pas finie en général. Dans le cas particulier, où l'angle 4 est indépendant de w, 
on trouvera 


a 
> 





= SR UE, 
Ky = n (0. — 0) (c— 3403) | cos? À sin À T 
‘h 
Pour les directions qui satisfont à l’egalite 
(57) € — 314 Us. 
; 02V : : BEAT , 
Kiest— 0e TRUE existe toujours dans ces directions, mais dans toute autre 
1 2 
direction cette dérivée est en général infinie. 
: AED PV ane 
3°. Point de rebroussement. La dérivée DRE est finie dans toutes les 
8 
1 2 
directions, si 
a 
2 dr 3.34 
(58) lim | 3) — est finie. 
h=0, r 


h 


Dans le cas, où les directions de ds, et de ds, sont définies par l'égalité (57), on 


a 
US 

trouvera que la dérivée ; 
ds, 0s 


1 2 


existe, si , 
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Qt 
ct 


a 
B 


: ta: 4" 
(59) lim | | 9} | est finie, 
4 h=0, r 
h 

ou si l'angle 9, est indépendant de v. 

: : noon ORE 
Remarque IIL Tout ce qui est dit dans ce paragraphe sur la dérivée , 
ds, 0s, 


217 


, . , x p. , ( 
s'applique également à la dérivée ~— 


- op EE : 
$ 11. Existence de la dérivée as ds €^ un point quelconque. Nous avons 
S S. 
Mi 


; je sers À 

trouvé que l'existence de la dérivée jz He 

OS, 08. 
=a 2 


dépend seulement de l’existence de la 


quantité A. Dans ce paragraphe, nous chercherons une formule générale par 
: LUTTE : Red KO | : 
laquelle on puisse savoir, si, en un point quelconque, la dérivée je dg, existe. 
0s S. 
1 2 
Soient P, (fig. 1) le centre de la sphère considérée, et V le potentiel au point 


P situé à l'intérieur de la sphère. On a pour le point P 


(a) a2 I (a) 
= | R di 
KG, — | 0 — dd = | ECC) > 
(60) J > 98, 08, eet (3% % m? 
(A) (h) 





OUR POF a — cosh ds) ru, cos (fr, 032); cC—Cos(ds;, ds;), 


et où l'intégrale s'étend sur l'espace qui se trouve entre la sphère considérée 
et une petite sphère dont le rayon est égal à À et dont le centre se trouve en 
P,h<P,P et <a—P,P. Prenons la droite P,P pour axe des z et des coor- 


données, polaires , 
[ 27 us k—h 27 T a 
quA 9 ; A g : A 
- : r°dr A r?dr 
EG Jai | sin 9d | o(r, 9, W) (3%, v,—c) RB te | du | sin 9d | Q(3v,v,— c) EB 4t 
"o ‘0 : "o : 0 ‘0 k+ 
(6r) 27 k+h x 
3 n. mU 
+ {dw | r°dr | o(3v, v; — c)sin 975; 
IP Eu ss 
h?=r?— 2rkcos 9, + k?, où k= P,P 
Posons 
( r—ks, h=ka, R=kp, cosd—u, 
(62) =: A 
diss p=Vs*—2su+1, a? =s?*—2s8cos), +7, 


et soit » une constante telle que 1 >%>a, donc 
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— 
5I 


2x T 1—2 27 « k 
€ h "e € ; à 9 wi s? de^ »| c 4 ° ! 2 sds | 
K,= | dw] sin 9d9| o(ks, 9,W)(3v,v,—e¢ ptem du] sin Id 9 HU | 
"o ‘0 ‘0 147 
27 Dd 1—u 27 T 14% 
63). : a "ds sds 
(63)) + | du [ sin Id) | ose, ne) + Jaw m IAD fe (3%, v,— c) a 
‘0 ‘0 1% 0 0 1 
27 1+4 T 
H „days 
+ | dw | sds | o(sv v —c )sin 97 I +1,+1, +1, Md. 
‘0 leg 35 


Les intégrales 7, et /, sont indépendantes de «, et comme p ne peut 


s'évanouir que pour s—w-— r1, elles sont aussi toujours finies. L'intégrale 
a une valeur limite finie pour lime — o. En effet, on aura 


(64) pdp — —sdu; 
27 s er es; 27 IT 1+4 
d; 8 
1, — jaw | sas | ovv, c) p à [ ede — [eau [ 4 , 
: . 2 D' : s 
0 1-4 « 0 0 1—5 


e étant une valeur moyenne de la fonction so(3v,v. — c), 


(65) -. lim J, est finie. 


g—0 
De plus on a (efr $ 9) 


SU — Y sun — lo 
UE D E 
p ? p 
(66) 1 t- . € € Xm € 
4, = £; SIN J + », COS 9 u, =C,sin Ÿ + v, COS 9 
C, =/, cos U + u, sin W C, — 4, cosy + us sin V, 





T 


(2, 4, 1,) et (A, 1, 7) étant les cosinus directeurs des éléments ds, et ds, resp. Par 


suite on peut écrire 


ART: : 
(39,9, — c) pi — 3 + sGsin 9 


ue 2(s? + 1) 8? — I I 
F= Eos EE) p. ( p! P| + (39 aa gs 
(69)! Le ST I 
6 — $(7,5; + 9,51) a = a 


"nn a a a 2 > a 


2 | | let, v,—c)s?sin 9d 9 d Je: : [av [sus] oFdp + Jaw | sin? 9d | o6s’ds = 


v/ € c D t c * [ ‘ 


zup 4G, 
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E] E] > E 
x x 2 SE) SET I : 
oü les parenthéses [x ( == aj: ( | et | —— — à changent de signe 
p D p p f i 


pour p —|s 4 1| et pour su — x resp. 
Application. Soit o une fonction indépendante de U. On a 


97 


27 


B 





(68) | 5,5, d y — (c— ¥, v2) 2, 
"o 
aa $us ds . bis DE else ds 
| [ [elsre.-e)stsinyasay stage, »,-o| PES = + z | |ssingay : 
V Je p' : Jr 3p p p 
(a) j2 » (a) ae i 
( : 1357.3 | 
(60) am Het 1(3 9,9 e 073 dt, 
(A) (A) 


D'oü le théoréme: 
Théorème. Si la fonction o est indépendante de Ww, toutes les dérivées secondes 
dans des directions quelconques existent au point P ou bien elles my existent point 


à la méme fois, sauf celles pour lesquelles 





(70) 37,1,— 0 — O0 


qui existent toujours. 
Corollaire. Si, au poiut P,, o est une fonction de r seulement, toutes les déré- 
Pe On : . 5 + 
VERS 3 ds. existent en tous les points P de l'espace. En effet, le second membre 


1 
de (69) a une limite finie (8 4 3)), done ete. 


. DEO ON ZU m , 
Si e est une constante choisie de manière que ^ ><> 0, l'intégrale /, peut 
? ^ ee 


s’ecrire 
ves bens Dz Van rs 
| dp i dp 
Îl = Jae] sds J 0(3 0, 9 — c) + [dw | sds | 0Q(3v, v, — c) P 
B c u p D e " p 
0 I^ T1 E 0 i22 = 


pe = s*—2s8c0sé +I. 


La seconde intégrale du second membre a une limite finie pour lim « — o. 


La premiére intégrale peut s'écrire 


9' étant une valeur moyenne de 9, «> 9'70. Posons 
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S=I-—16, 


done nous pourrons écrire 





27 Z 
r— [dv [ e(k—ko, 9, v) (39,9, — 08 — 
« * ) 
0 a 
i 5 : I— oO 
-— Jav | o(k—ko, 9', V) (av, v, — cg E + - 5 Jao. 

« u [3 
0 (4 


La seconde intégrale du second membre a une valeur limite finie pour 
lim «—o. Pour que J, ait une valeur limite finie, il faut done et il suffit que 
la première intégrale du même membre ait une valeur limite finie pour lim « — o. 
Si o conserve toujours le même signe, il suffit que pour chaque valeur de 
9,623920, 


a 


2 7 
Jae | o(k— ko, 9, v) 
‘0 


u 
[74 


do 





ait une valeur limite finie pour lim « — o. 
Quant à l'intégrale 7, on trouvera de méme, en posant 


—1+0, 
qu'elle a une limite finie pour lim « — o en méme temps que l'intégrale 


27 7 
> > 


fau | oe + ko, 9, “0. 


Si la densité o est continue, la valeur go, de o au point P (r=k, 9 — o) 


^ 
est indépendante de #. Nous avons trouvé que si la densité est constante, 
PV : : ns 
— existe; par suite, dans les intégrales 7, et J,, on peut sub- 


ar ex. — or ; 
P SES ds, 08, 


stituer o— o; à o. D'où le théorème: 
Théorème. Soient 


o(k + ko, 9, | 





do 





o(k + ko, 9, v) -e| 


—— 5 
0 
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29 T7° 


ox étant. une constante absolue, donc la dérivée js Je 68 finie au point P, si pour 
8, 08, 
toutes les valeurs de 9, telles que € » 9 7» o, lim (I" + I") est finie. 
g—0 


$ 12. Calcul de Vintégrale I,. Soient F, et G; les parties de F et de G (67) 


qui se rapportent à /,. On peut écrire 


SU ee SC JE doen ei ao eds 
F 4) AGE LE) jede p+ p 3p (39 v, Nea wand 


t 





où o' et o" sont deux valeurs moyennes de o, 








27 2% 1+% 
16 d xs f ay 's(s?--s-- 1 
Mum [zs +40) | 9 Qr, y, —05,6.)d V + 2| 9 (v, v, —5,0,)dv | ) ds ar 
E I+s 
0 0 1—24 
27 Qn ita 
‘sds 
Hanno) fede —G»»—9[e'av[ st, 
» ILS 
0 0 lcg 
27 27 
- lim P I a De. av 
. im Fi—=—— | 0 (m, 9% — S152) dy +2(39,9,—e) Jo dw. 
g-—0 S e 
0 0 





Si la densité o est continue par rapport à r et à 9, on aura 9' = 9" — o(k, o, '/). 
Si elle est continue aussi par rapport à w, les quantités o' et o" sont indé- 
pendantes de wu’, et on trouvera 
lim P, = —4m (3 v,v,— cor, 


g—0 


oü o; est la densité au point P. 
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L'intégrale G, peut s'écrire (figg. 1 et 3) 


























27 " 1+u 27 Dur 81 
mi dw | sin? 9d 9 [ o6sd5 + Jef sin? odo ['eérs + 
1t ‘0 0 1—a 
27 Ve 1+¢ 27 27 
+ jaw sin? 9d 9 | o6Gs’ds = | (2,6, + %0,)G',dW + + ft V5, + %6,) Ge du + 
c 0 8; "o 
d 
+ font tatveray, 
T 
sin 9, =a, s, — cos 9 — Va?—sin? 9, s,— cos 9 + Va? — sin? 9. 
Or, on aura 
l 
TE 1+a Wa u 
- y HT: pho s * [|s? — x I 
7. —3 850 e] sin? Id 9 | m * Jas + 3830 o, | sin® oda | = tT) ds + 
: P à ht E p 
Da 1—a thy In 
Vs 1+4 vat 
[|s$—1Y x LATO. = | RA 
+ $s Le. [ sin’ 9d 9 | = = ||W5=6, + + G,, 
aw INES 
ve 1 
. u 
x E ; I 
Ol 5,, 0, 85, 05,8, €t o, sont des valeurs moyennes de s et de o, et cos J, ERE 
29903 a 
De plus, on a 
uS —1 I s—u s sin? 9 
$ sin*4 | es i) as B= — 
: p' p p p 
z 1+4 £ 
=i fif2(i=w—e) 2 (ve 
.G.—35 o, | sin’ 9d 9 | 5 — ds + sie. | er — UNE aa 
: p E Pi D» 
E 1—a ths 
3 € 
RN het I : EN BL 
— $10, € | sin” OF =F sag + 810; | sin® f= —2 = = 
- Pi Ps p m» 
Vs 


3, 
^ TT 
où c est une constante telle que 


= >e>4,, et où p, et p, sont les valeurs de p 


pour s-—r—-e« et s=1-+ a resp. c. à. d. 
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| p, = V2(x — u)(x — «) +2, p,— V2(x —u)(x + a) + &, 


:. les quantités eset = et = — “sont <r, et Pi € 9,- 
| Pi Pr n p; 
(72) De plus on a 
| p — V(s— u)? + sin? 9 = V(s —1)? + 2s(r — u), 
nd ls] _ at Bez... 
p DW uds 


Cela posé, la premiére intégrale du second membre a une limite nulle pour 
lim «=o. La seconde et la troisième ont chacune une limite pour lim « =o 
qui est plus petite qu'une constante finie multipliée par «; mais la quantité « 
peut être choisie est arbitrairement petite, .. les limites de la seconde et de la 
troisième intégrale sont nulles. Quant à la quatrième intégrale, on a 


sin? 9 [5 — | = sin? ‘| = ee | E = | <a | De =| : 
Die es na Na Pr p 


Posons 
| rs flo 
JM X 
0 
2(r—u) = 9*A(9), o < A(9) €A(0) — x, (9) «o pour «> 970, 

(73) = | 

“D VA) -—) V eae 

Viena + 
Des a NE IE ‘ (r + «)A(e) 





| 5 | -» I a EN d9-g, 
A Is jt S07 Veen 


ou 9 est une valeur moyenne de J, et lim g — 0, 
g=0 


Viu ^ 7x a ; | NG 


(zx + a@)A(e) 


F 9 
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: M = 
lim T7 ——— los’ —— Zee, hime finie, 
(74) a=0 2Vi(e) = 4(e) e—0 
lim .G'. — o 
a=0 
Pour s—° on a p—tgd 
jc [ am XE aSin*9 IF sim iis [5 — 5] £ 
BER = i 2 sin Ÿ p 3 tg? 9 + sin? 9 P 3 dd, 


t comme dans le cas précédent on trouvera que la limite de G7 pour lim « — o 
devient la méme que celle de l'intégrale 


vy 











ts 
A (5 " à ga ; 
i Sin” J p: TE dI — 550, i m ; ae | ATEN 
ie 23] (r—e)A(9) | 
do s 
où lim g, =o. Posons 
a=0 
un 
; ide de pea 
(75) £ | l5 E (ae We 
: | j (1 — «)4(9) 
$. 
ty 9. 
a 9? a 9? 
de Al [5 — ——— —— 49 < pte | por vH nu» RE T las 
< 92 + SE 2 U |? * Saal 
| | c | à | (1 —a@)A(95) | 
dy En 


En effectuant les intégrations, on trouvera 


V + ag 
TE ANTON 2 
ER ee 
+ Ds ; 








Ee 
D 





Ver E. 9,) Vs: 4 ENVIES 


et une formule analogue pour la limite inférieure. 


En observant que 
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, " 
: lim = =o et lim = =I 
g=0 3 4=0 95 
on trouvera enfin 
(76) lim T'-log =(V2 4 r—2L. 
a=0 2 V2 


S 


En supposant la densité o continue par rapport à r et à 4, on aura 


lim 6, = — teg -(Va Eu) = Je. 


a=0 V2 
où gx — o(k, o, W). 
Par un calcul identique on trouvera 


lim G',; — —lim G'., 


5 


g—0 g—0 


rime 0: 
a=0 


Dans lintégrale @ la fonction G ne change pas de signe, par conséquent 
nous pourrons écrire 


a Si 
= xj pests emn 
uh | p p 


: su : 
oü s, et o, sont des valeurs moyennes de s et de o. Comme | » | est. toujours 
<r, la limite pour lim «=o de G7 est la méme que la limite de l'intégrale 
te 
"192 9? 
—ste | sd, , 
Cae ps 
0 


-. lim 8; ——|7- ES. lee: 
a=0 V2 3} 
Comme la fonction 6 change de signe dans l'intégrale G7, il faut diviser 
G' en trois parties et écrire 


1 








Je u 9. 1+¢ A 
M "all2(s—^a s sin? 9 ^. I[a(s—"u s sin? 9 
G; =— 839, |d9| ( dy SOIN n = -3 
ie Al p p N p p 
Wu Mas v. 1 
u 
v. 1+0 
E 2(s— u s sin? 9 
— 8° 0, Jao, ( De: ——,li; 
ie | p p 
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- © 
où tg I,=a, et où s,, 0,, 54, 04, 5; et o; sont des valeurs moyennes de s et de o. 


3 
n [04 a rye 
, étant de l'ordre —, on voit immédiatement que les deux 


4 


premiers termes du second membre ont des limites nulles pour lim « — o. La 
limite du troisième terme s'obtient de la même manière que pour G;, et on 
trouve ainsi 


La différence 9, — 9 


lim G'—— lim G5. 
a=0 a=0 
lim G. — o 
4—0 
Mais 
Ji HL dE i 
(77) la it o(k, o, "246 yvy — €) — (04 9, 2.2) jaw. 
g-—0 ® 


où nous avons supposé que la fonction o est continue par rapport à r et à J 


S 


au point P (r— k, 9—0). Si la valeur de o y est indépendante de v, on aura 


(78) lim 7; —— $z(3»,v, — cor. 


g=0 


$ 13. Les intégrales I, et I,. L'intégrale 7, peut s'écrire (63 et 67) 


Te, == I> CE 
Pigg ie alone 27 7 2—0 
ie = jaw feds | oFdp — ja | (x —o)do |erap pour s=i—o. 
0 =e MS] 0 0. G 


Si l'on développe le dernier membre, on peut intégrer chaque terme par 
rapport à p pour une valeur moyenne de o; puis on trouvera, en employant la 
relation o<p, que tous les termes ont des limites finies pour lim « — o, sauf 
peut-être la somme des termes qui proviennent de l'intégrale 


«x 7 au 


| up. e[s 7e + nn |: 


De même, on peut écrire 
Y 
In lal, SEIEN, 


et, en posant s=1+o0, on aura un résultat analogue pour F,. Par soite, on 
peut écrire 
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PE E dur | sin 943 | le- En u SCHE | AL 3 
Die EUN p- p= 
| 0 0 7 ; 
35157: C 3 (251055 — 65152)0 | 
(79) | +0 | pi pi | do + f, 
| ou lim f est finie, et 
a=0 

| 0o-_=0(k— ko, 9, W), : 04. — o(k + ko, 9, V) 
| p_=V 2(1—u)(1— o) + o? p+=V2(r—u)(1 + 6) + o? 


D'une manière analogue on trouvera qu'on peut écrire 











2n 3 7 
RES E QE s JE 02-210 0°+20 
G, + 6G,= i Kc + r,2,)du | sin? od, | Jen? ji eut er 2 “Jao +9; 
\ 2 - + 
(80) 0 0 7 
ou lim g est finie. 
g=0 
Mais on a 
Lin? 
uU— COS J = ue Be 
DRS 
i LECHE El ; pdp 
zc» sin?9d.9 —V (p3-—r— s y(x-4s —p) = ; 
5 2 z Pz 
n o? I 0° PERS A T8 „dp 
>, S—= | sin?9dJ QUE do = ec doloV (pP —oe?)(2—o — p) v 
ges 2J)(r—oey-. 
0 0. [72 oO ^ 


pe V2(x — eos €)(1—0) +0?; 


pour p— 6q et p* = 9?4(3)(x — 6) + 0° on trouvera 


o' et 9 étant des valeurs moyennes de 6 et de J, « 7 9 > o. 
En effectuant les intégrations on aura 


Xp 5 1» AS J i x y 
S=to(k—ko', 9, v) V 2 A(9) EV Ale) E mers (1 cose) |} Ta I 
La 


4 . eosje|p, m, P, 
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ou p, = V2(1— cose)(I— x) + #2, p,— V2(x — eose)(r— e) + @?, 





5 € 
(81) aug IS| € 3lolsax : = = be 


cos? - 
2 


On trouvera done facilement qu’on peut écrire 


7 € 
E 


Zz 
(»,6; t n tyr | sin’ add | Er —* eds + g +eg!, 


(82) Ga + G,— 3| pi 


D 


c 
0 0 V 


ou lim g' est une quantité finie. Or cette formule (82) peut étre simplifiée. 





g—0 
effet, on a identiquement 
Qr Qe (o je a [5. x) (3 2 
DR m NAME CLR E C Rom s 
Posons 





m 
N 


€ 

= | sin? 9d 9 | | 1 z)odo= ij | > E sin? Id 9 + S', 
all WO" 183s n 
0 a. 0 


Fo 2 


où lim S' est finie, et p,—V2(1—u) + «2. De plus on a 


a=0 
€ € 
, : i sin? 9 in^9  sin?9 
| = =) sin? 9d 9 = | E = | E 20 I 35 E d3 «3L, 
J \Pi Ps J \Pi 2 p; Pı P2 ps 
0 0 
5 "ia TO ME Bed 
(83) dim | [x— | sin? 9d 9 finie. 
a=0,) Pı Ps 
0 
D’ot il suit que 
€ Zz 
(84) lim | sin” dd 9 | lo + | odo — une quantité finie. 
a=0, " i 
0 [7 
De méme on trouvera 
€ 7 
(85) lim | sin? 9d 9 | [e spot une quantité finie. 
u—0, » E 


0 9 


En 
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Si l'on pose 


(86) p=VP X o, 





on aura 
€ 7 € 
1n2 4 € I I 1 I I 123.9 € Y Mil qui 
| sin? Id 9 | Et ode — i| (= - = sin2:9d:9 +S! e TEE SU 
3 DEDE Der Ni, 
0 (72 0 


où lim S" est finie, p, = V 9? + a? et 








a=0 
CT 
fe Po Po 
0 
Lim I" est finie. En effet, posons 2(r— wu)— 93?4(39), 9 = aq, 1 € w <° ; 
= : a 
i a 
* 
T r= m mer —— V au: Jar 3E FEU Bea - = — — T. 
(Hag) bx Ves Dou panes 
0 10 po Pp 


La limite pour «=o de la première intégrale du second membre est — o. 
La seconde intégrale peut s’ecrire 





€ 
| | — = DLE +a, lim a —0, 
SYS) u=0 
Wwe 1 
€ 
: t : 1e 
limum — I - III di — log Bit — Be, lim f finie, done ete. 
GA 2 sin + in Su) 
7 2 
En substituant 
I I I I 
ACT [ Peele "a 
p p DEED: 
nous pourrons done écrire (82) 
27 € 7 
2 op A: Zn hy À ue 
CPC, =3| (v,0, + =) | ed »[p-^ — + g,, lim g, finie, 
(87) u ; A p' g—0 





| 0 0 7 
P_=o(k + ko, 9, W) —o(k— ko, 3, V), p=) P+ 0°. 
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La formule (79) peut être simplifiée de la même manière. On aura 


« p T 
Re "Ix I jar r| dd 
0 < | sin 9d 9 | | p + |do = — «| | — - Jens a I ht 
R Ji NES B p, Pl Sind 
0 [// 0 
x : I" CEN " re ER E , vius 
ou lim f" est finie, .. la limite pour « =o de la première intégrale est finie. 
a=0 
De plus on a 
= T n I I 
ppm p? 
7 Zz 
er etre dcs at ripe e 
+. lim | sin9d9 |o|—~——,]do est finie. 
a=0, u p— Pp 
0 Ui 
De méme nous trouverons 
«m ze n 
3 I I "Mif r|d3 
o« | snÿdÿ —, —=-|do = —a ires 4 pe por 
3$ p ” | 9 
: VI Sp V bu ny 
0 a 0 
où lim f" est finie, .". la limite pour « — o de la première intégrale est finie. 


a=0 


En intégrant par rapport a o nous trouverons 


^ : I I 
lim | sin 9d 9 - ó?do = une quantité finie, 
© 5 
4-0, : = [he 
0 a 
T 2 


D JU 


i : 7 I [ ^ bom um. 
lim | sin Jd J | 0 [rs — zi ó*do = une quantité finie. 
) : 


5 


a=0, — 
0 71 
Enfin nous aurons 
m 7 p € 
. : 5 S Lu À 
: I I| s 5 sin J Jj vis ER: 
o € | sin9d 9 |! a= Jo*do— | odo | | Zz — 3 dd + m, où lim m est finie. 

. UNE p" u : i p g—0 

Ü La a 0 


En intégrant par rapport à 9, on trouvera que le second membre est «m, 
la premiére intégrale a une limite finie pour lim « — o. 
Des considérations analogues s'appliquent à l'intégrale F,. D'où le résultat: 
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27 € z 
^ 


a a 


: 82 - wc CAG 
HEURE io | ado I | Gio; cH Va — 6169 Galle + fa 
(88) | j: S RAE J M EP D sr, 


0 0 a 


Pe = o(k zs ko, 9, W)— e(k — ko, 9, v), 


où lim f, est finie. Nous pourrons done énoncer le théorème suivant « — 0: 
a=0 


Théorème. Soient 





[ 2z € % 
H,= [av IAS [Plats + 3(7, 7, nos] 9 
c c fe p p 
0 0 a 
(89) i 
2z € E 
H, = 3 [ (s: + say | Pd ay eee 
3 3 x p^ 
0 0 a : 


où les quantités =, el ©, sont données par les équations (66), et les quantités p, 


P, et P_ par les équations (87), (79) et (89) resp.; donc la condition nécessaire et suffisante 





o aa yas SNR ; 
pour que la dérivée TENURE ait une valeur finie au point P(r — k, 9 —0), est que 
1 2 
(90) H = lim (H, + H,) est finie. 
g—0 
Remarque. Posons 
g.— 2 cos, 9 — p sin y, COS y — c, 


done nous pourrons mettre les fonctions H, et H, sous les fórmes 





27 1 € 
Vy a Ble "S nona 
H, = [av[ tsi — e so, 5 5)vde | P4 = t, 
L 74 * » p 
(D. vent: : 2 
| 27 Ti s 
(gr) i ere 3 ; ; d 
H,—3 [oes 15 .5)d#| sin?7 cosydy | P- > it? 
0 0 “a 
"3 ] rs a 
où lim a, et lim a, sont finies, cos 7, = 
a=0 g—0 : 


Cas particulier. Soit o une fonction indépendante de r, c. à. d. soit 


9 — o(9, WV), 
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27 € 
H+ = 2 (5. oJawfel = mie Ci Le E 

^ JE ann Fatti 

0 0 
27 
; : 4° a di 

+2] (7,7,—f San , ; | oiK 

| 1 1 0 (92 + 22) (92 4 ay! 9 


0 0 


En intégrant pas rapport à 9 pour des valeurs moyennes de o, on trouvera 
qu'on peut écrire 


9 + 


27 


€ 
(09  H,+H,=2[(mv.—c+20t.)dw/[e(s, v)— eto, oN +a, 


[I 
a 


où lim à est finie. 
a=0 


: EN ok : 
Corollaires. La dérivée Ts ds. est finie, 1° si pour toutes les valeurs de o 


1 


19 m 
(93) im [1 le(k + ko, 9, v") —o(k, o, 0)| E est finie, —4 X0 €, 


g—0 


ou 2° si pour toutes les valeurs de 7 


(94) lim | [o(k + kp cos y, p sin 7, V —o(k, a P P est finie, 0X ys, 
a=) 
a 


ou enfin 3° si pour toutes les valeurs de p 


27 Ii 
lim [af ]P+436,6.—e + 3(¥%,%—C,6,) cos? y) siny + 
a—=0Ë 
0 0 
cos 
(95) + 3 P-(», 5, + »,6,) sin?y cos7| log ^74 /qy est finie, 
[04 
| ESTIS S BOSS A 
§ 14. Continuité de la dérivée E Si la densité o est continue, la fonc- 


1 
2 


eV : : 
>> est aussi continue pour tous 
0s, 08, 


1 





tion L, est continue (54), par suite la dérivée 
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les points (k>o) où la fonction K est finie et continue (42); elle est continue 


à l’origine, si lim K — K,, où K, est la valeur de K à l'origine. Dans ce para- 
|o k—0 


graphe, nous supposerons que la densité o est toujours continue. Done nous 


trouverons que pour k>o les quantités /,, 7, et lim J, (63) sont continues par 
a=0 


rapport à k. De plus nous trouverons que les limites pour « — o de toutes les 
intégrales dont la somme est égale à 


I, + LA, ar H,), 


sont continues par rapport à k pour k>o (8 13). D'ou l'on conclut que la fone- 
tion K est continue par rapport a k pour bo, si lim (H, + H,) est finie et 


a=0 
continue. Soient maintenant 7°, 1°, I} et 1° ce que deviennent les intégrales 
I,, I, I, et /,, lorsqu'on y remplace o par o,, et soit 2° — lim /,. Nous trouverons 





k=0 
[ Jo EOD OG GE)? 
E 
lim 79 — 4700, (sm clr —1—=~ | 
, g—0 
(96) 
| = 
lim I = —470,(3 v,v, —c). 
2—0 y 
De plus nous aurons 
| 
T RO E d ,ds 
Jf, m jaw | sin $dà| Q(3v,v, — c)s? D 
hy 0 1i 
2 s? : Ij ER : 3h. 
v,U0,— C) = = ,—6)- + —Q, lim finie, 
(399, —e) = Git 0) 59, lim Q 
et identiquement [(69) et $ 4 2)] 
2% T k 
: dee E m 
0, jaw | sin Id | (30,0, — ¢) s? p — 0. 
0 0 1+7 


D'où il suit qu'on peut écrire 
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(97) 1; = lim [ae | (3 u, u, — c) sin 9d 9 | ot — KE; 
DE 


a 


k=0 


t 


0 k 


ml MENÉS ENDEES CE 
a=0 


Mais 


lim (J, + I, + 1.) est finie et continue pour k—=o, si la quantité K, est finie, et 
a=0 


lim (Z, + J,) » » » » » k=o » » » lim (H,+ H,) est 


g—0 g-—0 


finie et continue, 


dim Jim (I, + J, 4, +1, +1,)=lim (22 +72 + +12 4-12) 


k=0 a=0 a=0 


| 
BAN 


sous les mémes conditions. Done nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Si la densité o est continue, la condition nécessaire et suffisante 


02V 
0 s, 0 s, 
déplacement suivant l’axe 9 — o est que la quantité (89) 


pour que la dérivée soit continue au ‘point P(r —k, 9 —0, k>o) pour un 


(98) H — lim (H, 4- H,) 


g=0 


est finie et continue en ce même point pour le même déplacement. Pour que la 


dérivée + soit continue à l’origine il faut et il suffit qu'elle y soit finie, et de 
1 2 

plus que 

(99) HOME — H9» 


k=0 


où H® est la valeur de H à l'origine. 
217 


BE à la surface dun corps. Sur- 


2  - Sec) 
$ 15. Changement brusque de la dérivée js 


face plane. Soient o, et o, les densités supposées continues de deux corps, et 


1 


OV ocuUs 


ds, E $8; 


— 

+ 
b 

— 


Quand le point P se meut du corps dont la densité est o, au corps dont 
la densité est o,, la quantité L, subit d'aprés (54) un changement brusque, dont 
la valeur est 
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(roo) 4-76 (0,— 01) €. 


Caleulons la valeur de K dans le cas oü la surface de séparation est plane, et 
où les densités o, et o, sont constantes. 

1:0. Le point P est situé dans le plan de séparation des deux corps. Diri- 
geons laxe des y suivant la normale du plan vers l'intérieur du corps dont la 
densité est o,, et prenons cet axe pour axe des coordonnées polaires. Dans ce 


: : r X TE 
cas la fonction o est indépendante de v; elle est — o, pour o < .9<~—, et—o, pour 
: = 2 D 


2 
1 
nla 


(or) =, — 0) jov] (3 u, u, —c) sin 9d 9 | 


t D t « D 


0 0 h 0 Tr h 
2 


(t 2 t (t 
‘dr cont : "dr 
905 fav [(s uU, — c) sin 9d 9 Í —05 
r > t r 


2:0. Si le point P est situé dans l’interieur du corps dont la densité est o, 
a la distance k du plan de séparation, nous prenons ce point comme origine des 
coordonnées polaires (fig. 4) et nous trouverons, en supposant À <k, efr. (69) 


Vath? x 
Car (^ er T coy E. 
K — n (3 u, 1, — c)(o,— 9) | = | (3 cos? 9 — 1) sin 9d 9 -- e, cos 9, = — = lim e=o, 
/ k=0 
ee Se 
K —$ x (3uqus—c)(0;— 0,) 4- e, lime, —0, , Fig. 1. 
k=0 > 
(rog) .. K,=lim K = 37 (3 u, ut, — c) (o; — 0). 


De même on aura pour la limite de K de 
l'autre côté du plan de séparation 


(103) K, = $a (3 14; — c) (0, — 0). 


2 bi 


La quantité A subit done un changement brus- 
que de 


(104) — 47 (3 t us — c) (0, —9,). 





D'où le 
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Thèorème. Lorsque le point P traverse la surface depuis le corps dont la 


S : : " 2 dH UNE 
densité est o, jusqu'au corps dont la densité est o,, la dérivée = éprouve un 
0; 32 05,08, 


changement brusque, dont la valeur est 





02V | 02V 
(105) bats 08 VU s, 0s, 01 | 4 (Q2: Qi) HM. 

Remarque I. Ce changement est évidemment indépendant de la direction dans 
laquelle le point P s'approche de la surface. 


Remarque II. Lorsque le point P se meut en partant du corps dont la densité 


ds, 0s, 


que, si u, est >o (49), tout le changement (105) ayant lieu lorsque le point P part 


est o, et arrive dans la surface, la dérivée n'éprouve aucun changement brus- 


de la surface et arrive dans le corps dont la densité est o,. 


2 


Petes CLA 
§ 16. Changement brusque de la dérivée 5 la surface d'un corps. Sur- 
2 


1 
face courbe. Calculons maintenant la valeur de K dans le cas où la surface de 
séparation est courbe, les densités o, et o, étant toujours supposées constantes. 
3:0. Le point P se trouve dans la surface elle-même. La valeur de K; est 


donnée par les équations (cfr $ 10) 


(+3 n)dv | sin À = > (0; 01) [maw | (1 — cost) d^ — 


* 
0 h 0 h 


t 
. 


2 
ed 
—(e— e) andy | sin?4 — 
t t 1 
0 h 
l= 3 1,14, —€ 


m = (Aus + Lu) COS W + (40, », + fly 7,) Sin W 


| n=(A, cos "+ v, sin V) (4, cos Y + », sin W) — u, tts. 


4:0. Le point P se trouve à l’intérieur du corps dont la densité est égale 
à o, et s'approche indéfiniment du point P, de la surface (fig. 5). Prenons le 
point P comme origine et la droite P,P comme axe des coordonnées polaires 
(r, 9, W). Posons P,P — k, et soit k' la valeur minimum de 7, :. k'<k. Dans ce 
cas il faut ajouter à l'expression de la quantité X du cas 2° le terme 
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1 


c 


Zr k Su 
lc iu OS CORRE EE o 
— (0, — o,) | du 5 (3u,u, — c) sn 9d 9 + 
0 E à, 
Lk 
2z a 0 
lan x 
+ (0, — e) dv | - | (GGuu,—chdu +e,=1I, +1,+e,, lim ,—o, 
« " * |—0 
0 ke u! d 
22% où e, se rapporte au domaine w (fig. 5), et où 
U — — COS à 
, k—rsinA 
u! = — 
= 
r? —7® — 2 kr! sind + k? 
an! 
sin), — — 6031, 
3 


ou 7 — P,Q, Q étant un point de la surface, sin 4 
— cos (P,Q, P,P), 9, et 9, sont les valeurs de 39 
qui correspondent aux points — supposés deux 





pour fixer les idées — où le cercle de rayon 
r(k'<r<k) coupe la section de la surface avec le plan /— const. Nous suppo- 


serons 
I 


(ro8) lim - SO: 
k=0 À 


c. à. d. que le point P ne s'approche d'aucun autre point de la surface infini- 
ment plus prés que du point P,. Dans ce cas 


lim 7, est toujours finie (107). 
k=0 


Pour l'étude de l'intégrale 7, (107) nous posons 


r — kt, r =kt 
P—t?—2tsmid+ 1 
a 
| 2x k 
Goo) | 7, =(e.—e) (av fr &, où 
oF L3 





I 3 'g MN 
F — (1 32), sind Hm I nr cosi] n|, [ ll: 
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Décrivons dans le demi-plan w'— const. un demi-cercle sur P,P comme 
diamètre, et soit Q, le point où la section de la surface coupe la circonférence 


du demi-cercle. De l’egalite 
2 —7??—2tsind + 1 
on trouvera pour tous les points de la courbe P,Q, 
i! — sin À — Vt? — cos?/ , 
et pour tous les points de la courbe au delà de Q, 
i! =sind + Vt? — cos?1. 


Pour t>r il faut toujours employer la dernière formule. Soit w une con- 
stante > 2, .. pour 


2>w*—2wsini+ r-t, 


on aura !>w. Nous écrivons, {, étant > I, 


27 ty 2x k 
(109%) 1, — (e [an] + ae) fav [ars mr. 
ut UR 


ou lim /', est finie. Pour des grandes valeurs de ¢ nous pourrons écrire 
k=0 


p — De ai où lim P est finie, et 


t= o 
(110) D — (1 + 3n)sin 4 + m(x — cos? 4) — n sin? 4. 
De plus nous aurons 


dt  (/—sinA)dt'—t'cosAdA di! I „di I 
PE RE VE eee |, Ware 








lim P, finie, lim P, finie. 


U=o =o 


D'oü il suit 


27 k r=a 


lt .dÀ . E. 
T (9, 0,) | dv | D-- —k(,—o,) | Deoss pte lim e, finie. 
Ÿ v 5 k=0 
0 10 r =ıuk 
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Nous faisons sur la surface l'hypothése suivante 


! 
r Sa 


(111) | |44 7| —une quantité finie, 


.. le second terme de l'expression de /7 reste finie pour lim k—o. La limite 
de la première intégrale est finie ou infinie, selon que la quantité K (106) est 
finie ou infinie. D'oü le théorème: 


Théorème. Si le point P s'approche indéfiniment du point P, de la surface 
commune de deux corps dont les densités sont constantes, la limite vers laquelle tend 


277 


la dérivée = au point P est finie ou infinie, en méme temps que la dérivée 


-—— au point P, indépendamment de la direction de la droite P,P, pourvu 


qu'au point P, la surface jouisse de la propriété (111) et que le point P ne s’ap- 
proche pas infiniment plus près d'aucun autre point de la surface que du point 
P, (108). 

En supposant que cette limite soit finie, nous en examinerons maintenant 
la valeur. Posons 


COS 
z 
27 1 um 
dt pU NS nes € 
I, —— (9, —0,) | dv ; [(U + 3n) cos 9 — m sin? 9 — n cos? 9]. 
‘0 cos 2! on 


En supposant qu'au point P, la section de la surface ait une tangente bien 


déterminée, et en posant 


lim 4 —24,, lim 9, —9? et lim 3, — 9%, 
k=0 k=0 k=0 


nous trouverons 


lim 4 — 4, (99 +4) + (99 +4.) — 22 
k=0 


cos (9° + 2) — eos (39 + A) — — — 


D'où l'on déduit en intégrant 
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27 
I; =lim I, — 2 (9, — 0) | + 3m) 4, + m B, + nO,ldy 
k=0 J 
A, = — sin? À, + sind, lo nt 
(ar) Dr en Soy 
B, = — 3sin À, cos À, [4 cost 4, — 10 cos? 4, + 3] — cos? 4, log D ho 
“0 
; SET S Id sinA 
G — 4 Bu rk 3 = ES 
|^ 4 sin? 4, — sin? 4,log EY 
L'intégrale 7, peut s'écrire 
a a 
27 k 2x k 
dt | | el - = 
L—(e— 0) )dy | D> + (ae) Jay | FD, Abt, 
0 1 0 1 
a 
27 to 27 [5 
1,— (e, —e) | aw | DY (e, — o) fay | DY. 
0 1 0 ty 


k=0 


ie [D =a 

dt | ! — sin‘ A é 

—= | D: ——— dt — | D cos 1, d 4 4- e !— 0. 
| ^ een à ge up iube 


! 
ty 10 r'=wk 


La première intégrale du second membre peut s'écrire 


a a 
k ke 
!— sind TN i dt 
nn pes. 
| DES +1 i) at u o 


10 10 
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La limite pour £ — o du premier terme est — 
— — D, lo fo , 
Ug. 


et celle du second terme est (106) = 
= K — D, logw. 
De plus on aura 


r=a r'—w!k k 
n à ; 


7 | E NW dde 
| Deosi dà — | Deosi dà + | Dcos di, 
rok r =wk t=w 
ou w' est une constante qui peut être supposée assez grande pour que la limite 


pour k=o du dernier terme soit plus petite qu'une quantité donnée d'avance. 
I 


r 


: s) ^ : Be 
Dans le premier terme du second membre, la quantite 7, COS Aa est toujours finie 
w 3 So mm r . 
— , mais les limites de l'intégration 


GAL 


pour d4 sont infiniment petites, par suite, d’après la condition (111), 


et aura, pour k — o, une limite finie < 








G 0 


! 
r-—ua 


lim | D cos2^ di —0, 


k=0« 


Pour l'évaluation de lim Z,, on n'a qu'à faire k—o dans cette intégrale, et 
k=0 


nous trouverons après l'intégration 


1° —lim I, — (o, aft + 3n)4,+mB,+ nC,]dv 
k=0 
0 


I sin 4, : 
A,=— [:—2sin 4, + log a2 * Jin s 


cos À, + cos A, sin 4, — = sin À, cos? À, + 
I + sind, 


B, — — 4 + log2 +24cos?}, 





+ & sin A, cos? A, + cos? 4, log 


I+sind, 


@ — — sin À, + sin? À, + 24sin’A, — $ sin* 4, + sin? 1, log 
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D'où le résultat: 


(114) I'—limI-—I?4 44K, 
k=0 


où il faut supprimer le terme 7/7 du second membre, si 4, est <o. Pour 2, = 
nous trouverons J! — [2 =o, 


(114*) oo JD JI. 


0? 
L'égalité (114*) indique que dans le cas considéré lim - différe de la 


10 08, ds 


valeur de la dérivée iste au point P, de Ja méme quantité que si la surface 
avait été plane au point P,, pourvu que la droite P,P soit normale au plan 
tangent au même point P,. Mais les quantités /? et /? de l'égalité (114) ne 
dépendent que des directions de ds, et ds, et de la fonction /,(’) qui restent les 
mémes, si la surface est remplacée par le plan tangent. Par suite, la quantité 
I’—K est la même pour la surface actuelle que pour un plan, méme dans le 
cas où la droite P,P a une direction quelconque oblique au plan tangent. 
Nous pourrons done énoncer le théorème suivant: 


Théorème. Si le point P s'approche indéfiniment du point P, de la surface 
commune de deux corps dont les densités sont constantes, suivant une droite qui ne 
touche par la surface, et si au point P, la surface jouit de la propriété (111), en- 
fin, si elle y admet un plan tangent bien déterminée, done (§ 15 2° Rem. IT) 


( 02V | oy 1 
= lo == IO EISE 
| 0s, O84) 5 0s, dsl, , 
(105*) | Se eae (e; — 0,) t, t si u, <0, et 
= ) =—4x(e —0) 
CAE — At (0, —0,)u, Lt» 
0 s, 08, p oso 0s, b AU NOs Si 46 25 


u, et nu, étant les cosinus des angles que font les directions ds, et ds, avec la nor- 
male au point P, dirigée vers l'interieur du corps dont la densité est — o, 


Remarque I. Si dans la quantité K; rapportée au point P, (106) on pose 
h=k, on trouvera, en passant à la limite, que la quantité 


02V | oy | 
5s. 0s, Py 08, 08, 





Pi 
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est finie, même dans le cas où ces deux termes deviennent infinis séparément. 
Sa valeur est donnée par les seconds membres des égalités (105*), augmentés 
dans le eas général par la quantité 


— (I* + £2), équ. (112, 113). 


Remarque II. Soit la densité o une fonction qui est continue dans chacun 
des deux corps, et soient o, et o, les limites vers lesquelles tend la fonction o 
des deux côtés de leur surface commune au point P,. Si o, et o, sont constan- 








S 


tes, et si o' est une fonction qui est — o— 0, et —o—o, dans les deux corps 
resp., cette fonction est continue le long de la droite P,P jusqu'au point P,. 
Soit K' ce que deviendra la quantité AK quand on y remplace o par o. Si la 
fonction o' satisfait à la condition de continuité de K' (90), done le changement 
brusque de la quantité K au point P, reste le méme que si les densités des deux 
corps avaient été o, et o, resp. Par suite, le changement brusque de la dérivée 
eV 


TS dans ce cas est le méme que si les densités des deux corps avaient été constantes. 
1 2 
^ 5 à P doors sum a is ote et ER] Er en FA oy 
$ 17. Equation de Poisson généralisée. Si les trois dérivées d oi et 7 
existent, nous pourrons écrire 


By 

PR ox 

da? 

0? y 2 

dy? — K,* Ly 

gy 

: d = Ke + DA ; 

02? 


les quantités K,, L, ete. ayant des significations analogues à celles des K et 
des L des paragraphes précédents. On peut écrire 


Kr — y + Enz, 


lim £j; = 0 
h=0 


et des équations analogues pour KA, et Kz, 


a 
» 


7 HE = I 
3/9 Kz 2r K, n K; = | 9 1 r dt + Enz + Ehy + Enz — €hz + Eny + €he- 
th) 
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Le premier membre étant independent de A, il faut que 
Ehx + €hy + Enz = 0 
(115) J. K, + Ky+ Kz 


d’où il suit (r2) 


dy. HN EL. — = [este (us) + quy) + plu)]dw 


[ 

| (Q) 
(116) jvm I— u 
ga 





3u— 5 u’ — (3u? — x) log 


dci — eos (a 2), Ay — os (r, y) = cos 2)» 


dw etant l’element de surface de la sphere de rayon unité décrite autour du 
point P comme centre; l'intégration s'étend sur toute cette surface (£2). 
L’egalite (x16) est la forme la plus générale de l'équation de Poisson. 
Si la densité o est continue, on retrouve l'équation de Poisson ordinaire 





(117) AV —-— Azo. 
; : ee s ; : ney. Ue GAY 
Corollaire. La fonction /V existe towjours, méme si les dérivées d dye e 
Q3 seas. o, : A ort zs : 
aw ^ existent pas séparément, si on définit le symbole 4 de la manière suivante 
~ 





SE NOE IV (x N Vz, y; ?] 
e / uS ze h, 3 dx Ü r 


hi-0 ryz 








(118) ha=0 
ou lim E ~o et déterminée. 
n 
En effet posons 
[ lim Bical (Oo, lim 2 -cy, lim 2 =¢ 
Ju + AS we ha x 
(119) h 
MESES. b lim Y J( le 3 do] VE = Nn Dd log Ga fos Ur — 1)dw. 
ryz ‘Q) ty ryz ryz (2) 


Si la densite o est continue, le second terme du second membre s’evanouit, 


bi 


et on retrouve l'égalité (117). 


Les 


Exemple. Soit 


: mes ripe OV 
quoique la dérivée Fat 
x“ 


Cas particuliers. 1°. 


dérivées premières et secondes du potentiel. 


(Ex) 
0 = —— 3 
r° log- 
0,—0, 
Y 
diy emi 


Si une des dérivées, par ex. 


soit infinie (20). 


92V 
On 





4 V est indépendante de la constante c, à cause de l'égalité (13). 


, PV 
Si Ja somme EP 3F 


yu? 


59 


02V 


02: 


existe, done —— 


217 
; existe. 
Ox 


la définition (118) de la fonction /V se réduit à 


OV (x + hy, y, 2) 





Z V — lim i 
hı=0 h, 


eV 
'. la dérivée — 
Ox 


L 








0x Ox dy? 
PV E VR OSA 
Ox” Oy? 02 | 


-, n'est pas infinie, 


J 


(2) 


2. | 0)(3uz—1)dw—o, 


'. la fonction 7 V est indépendante de la quantité c,, 


Rake pee 
*. la dérivée — 
dx? 


Valeur de AV à la surface d'un corps. 


V e : , ERU 
= est finie et bien déterminée. . 


Soit le point P(x, y, 


la surface de séparation de deux corps à densités constantes 


Ü Vice: a] A - V a o V 


02? 


2 


existe, 


| 
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la fonetion 


En effet, dans ce cas 


) un point de 


0, et ©, où la 


surface a un plan tangent bien déterminé, et soient wz, 4, et u, les cosinus des 
angles 9,, 9, et 9. que font respectivement les axes des coordonnées avec la 


normale, dirigée vers l'intérieur du corps dont la densité est o,. Nous aurons (49) 








— — 47c(0, Sin?39z + 0; c08* 92), m2 Iz 


[4 V = 
AV 4700,— 470 (0, 

(120) ) == 
AV=—4n0,—4r(0, 





— — 477(0, Sin? 9, + 0, COS Iz), OX Jz: 


— 4760; Slim > 0, [ly > 0, Mz 7 05 


0,) uz, Si Ur > 0, y > 0, tz <0; 


r a 


> 


Or) liz.) SLU2>0, Lg 05. La 


7t 


== 2 


0; 


, 
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Lorsque le point P traverse la surface en partant du cóté oü la densité 


est o,, la fonction /V éprouve un changement brusque, dont la valeur est 


(121) (4V),,—(4V),, =— 42(0,—2@,). 


Remarque. Lorsque le point P se meut en partant du corps dont la den- 
site est o, et arrive dans la surface, la fonction /V n'éprouve 1° aucun change- 
ment brusque, si uz, 4, et u, sont tous >o; elle éprouve 2° un change- 
ment brusque de — 4:7(0, —o,)u:, si uz; et u, sont >o, mais uz«0, et 3° de 
— 470 (0, — 0,) (uj + uz), Si Me est >o, mais uy et uz sont «o. 


$ IS. Application: Zntégration de l'équation de Poisson. Soit, ou point P, 
dr! l'élément d'un volume 7" quelconque, nous disons que 


lim | Kdr! est toujours finie. 


h=0, 
2) 
En effet 
(a) a (a) (EN PST (a) 
5 5 3 ES : » ga. s 
r i- t 25 n .. ti = = 
Kidr—| av [ei ae di— | ols à tjar |. dr | E 7, 6) K', dm 
| h i A, ; o(§, 7, S) i ds, 08, 4 o(é, m7, 5) „d , 
(7") (T) “(hy (h) 
ou 
gu Si 
"UNUS 
Ki, = | di. 
à IL OR ODS: 
(h) F 


Pour K', la densité est constante et =ı 
, 


K' —lim K', est finie, 


h-0 
^. Jim | GO | o K'dr — une quantité finie, c. q. f. d. 


h-—0, ! 
(T") 


Pour les trois coordonnées on a 


Y x 
Be, = OÖ, 


ryz 
> N lim | Kade =o. 


à h=0,4 
TYZ CT!) 


D'autre part on a (42) 


| Bar Jar | 0,[u,y (u,) — ex (u,)]d c = | [wp (1,) — ex (Qu,)]d o» | o, d i . 


D c € e 


(T) (7) (9) (Q) (T) 
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Mais la fonction o est supposée intégrable, 


où m est une quantité qui est indépendante des directions (9, U) et qui m peut 
être considérée comme la partie de la masse de la sphère (a) qui se trouve dans 


l'intérieur de l'espace 7"; d’où l'on tire (54) 


(122) Tid Em om. 


T) 


Remarque.I. 5i l'on pose 





SV =;_|— +h Ys 2) 9V(r.y; 2) 
Al 


dx da 
et deux expressions analogues pour y et z, on peut énoncer le théorème suivant: 


Dx Nae 1 y r . . , , \ 
La quantité m lim | d, Vdr' existe toujours et est = — 4;rm. C’est le théorème 
Tz (fn) 
de KRONECKER.! 
Si l'on pose 


on trouve d'aprés (122) pour chaque domaine T" 
(123) | Odr'—0. 

L4 

(eu 


Définition. Une fonction G(x, y,z) qui pour chaque domaine 7" jouit de 


la propriété 


| Odı' =o 


(T! 
nous nommerons dans la suite une fonction à intégrale nulle. 


Corollaire. L'équation de Poisson généralisée (116) peut s’écrire de la ma- 
niére suivante 
1 Kronecker: «Zur Potential-Theorie» Journal de Crelle LXX, p. 246—8, 1869. 
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AV=— 4100 +0, 
où © est une fonction à intégrale nulle. 


Inversement, on voit immédiatement qu’ou peut énoncer le théorème suivant: 


Théorème. Si on se donne l'équation 
AV = — 41510, 


où o est une fonction quelconque finie et intégrable, cette équation n'a en général 
aucune solution. Mais on peut toujours trouver une fonction © à intégrale nulle de 


manière que l'équation 


(124) A4Vy ——Amo4 0 


ait des solutions, si le symbole 4 est défini par légalité (x18). La solution la plus 


générale se trouve, si l’on pose (110) 


O=470+ > Ly + N log Ge Je. Ur — 1) 
zyz ryz (0) 


el aka =: 
(E fo U, 


où U est une fonction quelconque qui satisfait à l'équation 


ANUS 0% 


On peut ajouter. 

La fonction complémentaire €) à intégrale nulle ne peut être choisie que d’une 
seule manière. 

En effet, soit ©, une fonction inconnue à intégrale nulle, et supposons qu'elle 
soit déterminée de sorte qu'il existe une fonction V, qui satisfait à l'équation 


AV, — —429 + 0, 


et qu'elle est finie et continue ainsi que ses premiéres dérivées dans un certain 


domaine T,. Considérons la fonction 
vM Vicki, 
où U, satisfait à l'équation 


1.00% 
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et est déterminée de manière que v=o à la surface d'un domaine 7" qui fait 
partie de T,. La fonction v et ses premières dérivées sont finies et continues 
dans l’intérieur du domaine 7". Soit d» l'élément de la normale dirigée vers 
l'intérieur du domaine, on aura d’après le théorème de GREEN 


BJ 


| Ape a 0v? dy\2 
| vAvdı —— v7, = du — | Nabe 52) + (5. ja: ; 


mi 9! (T 


do! étant l'élément de la surface $2 du domaine 7’. Mais 





(9, 
| vAvdı' = | v@dr— | D Odin s 
(7) (T) T 
parce que © et €, sont des fonctions à intégrale nulle. Nous imposons à V et 


x 


er oV OV : ALS À 
V, la condition que an À aa ne deviennent pas infinies sur la surface, ce qui 


est toujours permis, parce que le domaine 7' peut être choisi de sorte qu'il n'ait 
aucune partie de sa surface commune à celle de 7. Nous voulons de plus 
ve ; ona UH : NDA. : 
choisir la surface de 7" telle que la quantité da 2° soit pas infinie, ce qui est 
] 
toujours possible, parce que la fonction U, y est égale à la fonction continue 


V, — V. D'où il suit 


| v dv 
—dw' =o 
‘in 


à cause de la condition v — o sur la surface, 


| aay Pu zu Pela 
| a Ar (7, + I GE Es (0e 
(r") 


en GE ; : x 
Les dérivées =»; = et = étant continues, il faut que 
dx dy Oz 


dv dv dv 
=; =7-=0, 
0% dy 02 


v = constante — 0, 
Ai =0—0,— 
O0, e- q.-£ d. 
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Remarque II. En général la fonction © dépend de la manière de laquelle le 
symbole ./ est défini. Si la fonction o, est telle qu'en chaque point 


a 


0,(3 Ux DE ı)do 0); 


. 
(9) 


et si l'on a deux équations analogues pour y et z, € ne dépend pas des con- 


stantes Cr, c, et Cz. 


Corollaires. Posons 


a) 


S I U I 
de rire qu Done. | 0 (3 ux — 1)dw = — NUM AP e = Ge 
ryz E (©) #7 ruz + 
AV =—4700! 
; de N , 
7= | @ nr I oup — oy, 
3x EAU Ert Dloges | 9, (34; — 1)dw= UL + C, 
ryz xyz "o TYZ 
où 


Lb = | QU) do =) je NE c' Le (u,)dw 


0) V. (9) 747 
Dor = lim L,. 
r=0 
F Dist CO =—4ne' = DL +0, 
ryz ryz 
I | 
le De. dx ejnt Ur eee 
ryz (0 ryz 
De plus on aura 
I i I '4 V 
Sie =} e Lrw)do— | (©) Irtu)do 
Tuyz 0) v ry2 
ST = | 0, > F(ur)do 
ryz 0) 
II oe | [2] © pu) den — 0. 
> ryz 
QO 


k 


Les dérivées premières et secondes du potentiel. 189 


CHAPITRE II. 


La dérivée première du potentiel d’une simple couche. Surface plane. 


$ 19. Préliminaires. On sait que les dérivées premières du potentiel d'une 
simple couche sont finies et continues tant qu'on ne s'approche pas indéfiniment 
de la surface. - Pour étudier comment elles se comportent dans le voisinage de 
la surface et dans la surface elle-même, il suffit évidemment de considérer la partie 
Welles qui se rapporte à une petite partie de la surface qui dans son intérieur 
renferme le point vers lequel on se rapproche indéfiniment, pourvu que ce point 
ne soit pas situé sur le bord de la surface. Ce dernier cas peut être traité de 
la même manière, en supposant la couche prolongée à l’autre côté du bord, mais 
y ayant une densité nulle. Pris dans toute sa généralité, le problème qui nous 
occupe à présent est le suivant: 

Soit P, un point donné sur une surface, dont nous pouvons choisir une partie 
quelconque qui entoure le point P,, et soit P, PP, une courbe quelconque qui 
ne rencontre pas la surface, ni ne s'approche infiniment près d'elle qu'au point P,: 
soit enfin 

[c [2 u 2 
im: 
du étant, au point Q, l'élément de masse répandue sur la surface, À la distance 
PQ. L'intégrale est prise sur toute la masse de la partie considérée de la sur- 
face donnée. Si, au point P, ds est l'élément d'une courbe quelconque qui passe 
par ce point, nous voulons étudier ce que deviendra la limite 


OW 
lim ——- 
P=P, 08 


Cependant il faut étudier séparément le cas, où la courbe P, PP, se réduit 
à un point, c. à. d. le cas où le point P est fixe et situé dans la surface. 
Nous commengerons l'étude par le cas, où la partie considérée de la surface est 
plane, 


190 : Henrik Petrini. 


8 20. Le point P est situé dans la surface. Dérivée tangentielle. Considérons 
(fig. 6) un cercle de rayon a décrit autour du point P comme centre. Le po- 
tentiel V; de ce cerele au point P', situé dans le plan et ayant les coordonnées 
polaires (A, w), s'obtient par l'équation 


r3 [7 


: QE o rdr 
V,— [dv | en 
0 


Fig. 6. 


i 
J Vr —2rhu + h? 
0 


u — cos(9 — w), 


o étant la densité de la masse, c. à d. une fonction 
donnée quelconque que nous voulons supposer finie; 
r et 9 étant les coordonnées polaires du point Q, où 
la densité est c. Le potentiel au point P est 





=. pour rn —ht 


I in iff R [ r 
V,— V — 19 (N, > Ir 
7). i: | a In: +h at i 


a 


€ ds € = x t — = 
— | dd | o(ht, ee 


t t 


0 0 


L'intégrale du dernier membre reste finie, quoique ¢ devienne — r sous le signe |f, 
car on sait que le potentiel V; est fini et déterminé dans tout point P' de la sur- 
face; elle ne peut donc devenir infinie, ni indéterminée, que pour lim À — o. 
Pour t» 1 on a 


eet ee =? 3 us lim P finie; 


=x 


par suite on conclut que la quantité 
I 
V,— V)— 
AU ) 


a une valeur limite finie pour lim ^ — o. Done nous pourrons écrire 
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E Nc py T M. 


2n « 
a » 


T, =| ud9 | o(r, 9) 
(26)! ihe ae 4 r 


0 h 
a 


i 27 h 


Mi (as och, 9) = = : pie [ao utr, au 1% \dt. 
pia Vt*-2tu-1 1 din) Vi°-2tu+tı za 
0 0 0 


| 


Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant: 


oe OV Dy ES be 
Théorème. Si lim Ty est finie, donc la dérivée Ds dans la direction c est finie. 
= h=0 ‘ 


Supposons que pour chaque direction 9 la fonction o(r, 9) ait une valeur 
limite déterminée pour lim r — o, et posons 
(127) eG, (9) = lim o(r, 9). 
r=0 
Si nous supposons de plus que 6,(ÿ) est une fonction intégrable de 9, nous 
trouverons en passant à la limite 


| CU mn 
| ds 
T —lim bud Ü fe 0 9)d* 
h=0 | 73 


| M = fo (9) z (wu) 


—1 0 X(9 
A(u)= — E + u + ulog - = = i -— 99 
D 


X(9)= — sin (9 — w) log - E 





2 
| uU = COS (9 — w). 
pat Lapras) MERE dE Met ic 
Remarque. Si la dérivée ;. existe pour deux directions w, et c (c, <&, 
ds 
w, + w, 7 ;r), elle existe pour toutes. 


Cas particulier. Si la densité o est continue, la fonction o, est constante, 
et on trouvera 


(129) Ab] ==. 
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Corollaire. Si 7 existe, on trouvera 


S 


Cdi or 


= 


(130) 


$ 21. Le point P est situé dans la surface. Dérivée oblique à la surface. 
Nous supposerons maintenant que le point P' est situé au dessus du plan. 
Soient PP'—h, Vangle que fait PP' avec le plan — et l'angle que fait la 
projection de PP' dans le plan avec une direction fixe dans le plan =w. Nous 
retrouverons les formules du $ précédent seulement avec la modification qui se 


rapporte à l’expression de 


u— cos (PQ, PP’); 


[ 2. 4 — eos U eos (9 — w) 


f !^ ln \ aud 9 E (r, D 


h=0 


(131) | 27 
M =|: 6,(9) z(u) d.9 
‘0 
— J 
v (ap) — |: +u+wu oe |= E 
X,(9)— — cos sin (9 — w) log —_ — sin? y | — - 


[2 


Remarque I. La quantité M' contenant l’angle sous le signe /, on voit 
qu’en général il n’y a pas de relation simple entre les derivees dans des direc- 
tions différentes. Pour —o les formules (131) deviennent identiques aux for- 


mules (128). 


Remarque II. La quantité 7" diffère seulement d'un facteur constant de 
la quantité correspondante 7 du paragraphe précédent, par suite, la condition 


; 2 : ier EIERN ce 
nécessaire et suffisante pour l'existence de la dérivée 7. dans une direction 
E 


queleonque est la méme que pour la dérivée, prise suivant la projection de 


7 


l'élément ds. Seulement la dérivée normale existe toujours, et on à 


On 
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» dV 


(132) | 6, (9)d9. 
‘0 


Cas particulier. Si la densité o est continue, on trouvera 


dV : TC 
= — 270 sin Y + 7T". UE. 
Js - De 


(133) 

Derivee curviligne. Si le point P' se meut vers P suivant une courbe 
queleonque, on aura les mémes formules que précédemment, si on y suppose que 
U et w sont les valeurs limites de ces quantités. Par ex., si la courbe PP! est 
tangente au plan, la valeur limite de U' devient — o, et on retrouve les formules 
du $ 20. D'autre part, si 


lim v —- 
h-0 


N\A 


la dérivée curviligne n'existe pas toujours. Mais elle existe dans tous les 


om 
cas où la courbe PP' a un contact avec la normale d'un tel ordre que 
(134) lim cos Wlogh n'est pas infinie ni indétérminée. 
h=0 

§ 22. Le point P partant au dessus du plan, > 
s’approche de la surface suivant une courbe P,P P, Fig. 
qui ne la rencontre qu'au point P, sans l'y 
toucher. Soient (fig. 7) h, Ww et w les coor- 


(au) 


données du point P, de manière que h=la 
droite P,P, W—langle que fait P,P avec le 
plan, et w—langle que fait la projection de 
P,P dans le plan avec une droite fixe dans le 
plan. Si les coordonnées du point @ de la 
couche sont 7 et 9, on aura 


R=PQ=Vr—a2rhu+h? 


u = cos! cos (9 — o). 





Soit P' un point pris dans le voisinage de P et posons 
= lP IP. 


Soient de plus 2, u et »=les cosinus directeurs de PP’, 
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- R=P'Q=VR—2Rsvt+ 8 


v—cos(PQ, PP!) 





(135) IE : = c 
| IE U. (h cos U' cos w — r cos 9) + u(h cos Wsinw — r sin 9) + rh sin V5 
OR 
R'— =s—Rv. 
Js 
En posant s— o on trouvera 
OR 
(136) S = — V. 


Soit V; la valeur du potentiel V dans le point P, on aura 








27 a 27 a 
V, | : IE rOR. | of. War 
ig iS) OR js dr - 3 ao | Orv gs 
0 0 0 0 
On peut écrire 
r =At, V? —2tu + 1 —q 
3 t 
v —— +8, 
q q 
B, =AcosW cosw + u cos d'sin c + v sin U 
(137) B, — À cos 9 + u sin 9 
(t (t 
27 h 27 h 
à V, v cedit. oneris tdi 
[as | «qut, 9) 2 | 2,49 [ «t, ns. 


L'angle v ayant une valeur limite >o, la quantité g ne peut pas devenir 
infiniment petite; la première des intégrales du second membre a donc une 
limite finie pour lim A — o. Quant à la deuxième, on a pour t>1 


b ret 
gt 


* SP. lim P finie. 


t=a 


Nous pourrons done écrire 
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[ d V; T T 
aw U, + N, 
3 a dr 
UNE dd | o (r, 9) € 
0 h 


(138) a 


où lim N, est finie. 


h=0 


D'où le théorème: 


Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que lim 


est que la quantité 


U = lim U, est finie (138). 


h=0 


OV 


h=0 ds 
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soit finie, 


Supposons que pour chaque direction 9 la fonction o(7, 9) ait une valeur 


limite déterminée pour lim r — o, et posons 


(127) o, (9) — lim e(r, 9). 


r=0 


Si nous supposons de plus que 6,(%) est une fonction intégrable de 9, nous 


trouverons, en passant a la limite, 


Se A E 
lim — — U + N 
h=0 0s 


a 


h=0, à 
0 h 


o> 


pa 


ft 
a 


U —lim | 8,49 | 56,97 


(139) 1 Nu | 6,(9) O(u,)d4 


CC) = Pio + B» = 2. log 


7 d. 


G(9) — (— 4 sin 9 + u cos J) [: + log 





I—u, 
2 


| 


=") .d@(9) 


di 


— y gin Y, | 


d 


I— a, 
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où u, = cos VW, cos (9 — «,) 
| Po — À cos U^, cos c, + u cos U^, sin c, + » sin V, 
[40 | B, —À cos 3 + usind 
| V, =limv, w,=limw. 
h=0 h=0 


Si nous prenons l’axe des z normal au plan, nous pourrons écrire 


7 j L IV, 
0 Vi, p ox V, 3g V; i 9 Vi 











ds 0% : UR dz 
G(9)— 14209) + uGy(9)+ v Gz (9) 
() 
Deu crt. NL 
h=0 Ox 
a Oi " j 
lim 9 V» UT EN, 
h=0 dy t à 
5 4S = 
ie = N, 
h=0 02 
U, = lim | cos 9d 9 | o(r, yi 
h=0 5 
0 ‘h 
27 dt 
U, = lim | sin 9d 9 | o(r, 
h=0 r 
(141) 0 h 


ds 





N, = [5 o, (3) 


J 





Nis fu eem (3) 19 


Gr = — sind T t lot * — uu 


m) 


N. = [ s. (9) 22) Nas 
G, = cos 9 {1 + log — 
| 


y o. n $ d Y 
GORE sn), = d 
EU 
u 


D'où le théorème 
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L9: PI 3 P 
Theoreme. Lim jg; Criste toujours. 
h=0 42 


Corollaires. On trouvera 


| 0,(9) B2d9 — o, si U existe, 


(142) | 0,(9)cosY9d9=o, si U, existe, 
‘0 
| 0,(Ÿ) sin 949 —0o, si U, existe. 
0 


Cas particuliers. 1°. Si la densité o est continue, on aura 
[ N,— N, 10 


0 
liga ee = U, 
h=0 Ox 


(1 moy, 
43) line U, 
hao OY. à 





Remarque I. On trouvera que les formules (143) sont identiques à la for- 


mule (133) pour //— 0, o et = resp. 


3 Z6 JE 
ze tsi EE 5 > on trouvera 


Z x 


lis — N,— o d'après (142) et 


I : ^" 
(144) m 9 VA —— | 6,(9) di 
n=0 02 » 
0 


d: Var: Re 
3°. La limite de la dérivée js. Prise dans la direction de la tangente au 
5 


b 


point P, de la courbe P,P P, s'obtient en posant 


À-—ecosU,coSQ,, uw =coswW,sinaw,, 7—sinv,, 


min. d Em 


27 « 2% 
a eh j dr i I—U 
.. lim —— — lim | u dd | ow, 9)—— | 0, (4 JE + 2u, + u, log —— | di 
(145)| n=0 9S =o 4 rg. c m 
0 h ( 
Uy = COS U^, cos (9 — w,). 


TU 
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2z 
. LI a die 
Remarque II. Si lim | ud 9 L2 existe, les formules (145) deviennent 
h=0, 5 
Ho h 


identiques aux formules (131) en vertu des formules (142). 
On pourra donc énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Si la dérivée dans une certaine direction extérieure existe pour un 
point P, situé dans la surface, donc la dérivée dans la méme direction pour un 
point P en dehors de la surface prend la méme valeur limite, c. à. d. 


lm Una 


imo 08 As 
dans les deux cas suivants: 
1° si la densité o est continue au point P,, 
2° st la dérivée est prise dans la direction de la tangente au point P, à la 
courbe P,PP.. 
av; 


* (139) n'est pas = 2 (131), ear 





Remarque III. Dans le cas général lim as 
h=0 


la première quantité dépend non seulement de la direction (A, u, ») de l'élément 
ds, mais aussi de la direction (¥,, w,) de la tangente au point P, de la courbe 
JE IPED 


§ 23. La courbe P,P P, touche le plan au point P,. Dans ce cas lim v —0; 
h=0 


par conséquent la quantité g des formules (137) devient infiniment petite sous 
le signe /° pour ho, 9 — c et t— 1. Nous supposerons pour plus de simplicité 
que l'angle w est constant. Posons w — 0, .. u — cos cos 9. Les formules (138) 


peuvent s’écrire 








Ü V, zu. V; Ü V; Ü V, 
— / It v 








ds "Ox “dy dz 
0Va . 77 ; 
— =U zh + N rh 
: dx 
(146) lav 
OV 
dy x Uy, an N yn 
d V Ü T 
= : = N zh 
Jz 


\ 


où nous aurons à discuter les quantités Nj, Nu et N. 
1° Nyn. On peut écrire (138) 


el 1+z 
Na [a2 | o(ht, #)[te0s.9—cos vite ONERE Gene 
E ; h=0 
— I 
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où & et.e' sont des quantités positives « —. o<x<r, et où o(r, — 9) est écrite 
3 2 
pour o(r, 277 — 9). De plus, on aura 


cos 9 — tcos v t sin? v ? r—u I (t—1)? I Íí—I 


q eov = gh cosy) q? cosU g® "cosy g ? 


y 








J 
< I, parce que 








EET 
: It 
à N.r= — Ey | D A U = d je i |" fini 
nr m ag o (ht, 9) (t— 1) A ees Jim N”. finie. 
EN en 


Pour que lim N,„ soit finie, il faut done que le premier terme du second 
h=0 


membre ait une limite finie pour lim 4 — o. Soit 


e Ix 
0, — |a |«at, »)0—25. 
Lc 





et posons d'une part = 1— v, g, — V 2(x — u) (1— v) + 7, 








et de l'autre (—1- 7, q; — V2 (x— u) (x 4 n+, 
Gres Jasco one ÿ) c(h So), E 
zh - 2 qi qi 
-: 0 
Si nous posons à 
g —V2a(r—u)- 7, Eh StS Gps 


nous trouverons en intégrant 


T I 2 . m. ^ 
| | : -— rdv — une quantité toujours finie, méme pour U/— 9 — 0, 


0 


et nous aurons un résultat analogue pour g,. Dans l'expression de O,; on pourra 
done remplacer q, et g, par q'. 
Posons 


4 — cos À, 


done nous pourrons de méme remplacer g’ par 


g—Vo 47, 
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D’ot Je résultat: 


Théorème: La condition nécessaire et suffisante pour que la quantité lim Nop 
h=0 


soit finie, est que la quantité O,= lim On est finie, où 
h=0 


; " j it 
| O — dd Sine > 
(147) | = | (0 gaye 
; — g (h 4- hr, 9) — e (h — hz, 9). 


Cas particulier. Si la fonction o est indépendante de 7, on aura 0, — o 
2°. Nyn. On peut écrire 








E 1+7 
AV | sin 949 | o(ht. 9) f£ en +N',, lim N', finie, 
P t h=0 
zi 1—% 
= (a Al); 
gcc mm 1 0 
q? q? q? q 


et nous trouverons comme dans le cas précédent, en posant 
0,(r, 9) =o(r, 9) —o(r, 20 — 9), 


le résultat suivant: 


Théorème: La condition nécessaire et suffisante pour que la quantité lim 








h=0 
Ny, soit finie, est que la quantité O, — lim Oy, est finie, où 
h=0 
| B a 
dr 
Oy. — | 942 |, = FETT TE 
(148) V s , : (0° SE ZW 
0,—=0,(h+ hr, 9) + 0,(h — hr, 9). 
Cas particulier. Si o(7, 9) = 6 (r, 27 — 9), on aura O, — o. 
ao EN En 
a a 
27 h 2m w an h 
tdt 5 tdt : itdt 
Ny, = — sin vfao| | 6 (ht, 9) — = — sin vj Omd »| ie — gin vas” mes ES. 
: q* h q ; q 
Ü 0 0 0 0 w 

0, étant une valeur moyenne de o pour o<r<wh, et de plus on aura 

ne Win oe TOME = : 

lim sin ofa 2 —, = lim sin jas] = 7 E —— acc — E(w), 

h=0 q h=0 3 q° V w? — 2w cos 9! + 1 


u w —é= w 
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où J' est une valeur moyenne de 3,— « « 9'« s^ Mais c et © sont arbitraires, 


a! N . Que pi ca , . 
9 est si près de zéro qu'on voudra, 


00022 Bw) = 0 pour w>Tr, 


oz 
Qn 5 
: tdt 
. AT a 7 1 
S. Ny = — sin Wf ond | 2 +, lim y, = o. 
0 0 
Mais 
lim [6 — 09 (9)] = o, 
h=0 
=! = 
d 69 (39)d 9 2 8o (— 9)d 9 ; 
SON, = — sin v | zn) — — sin v A T, lima, =o, 
J I— cos U/ cos 3 J r— eos U/ eos 9 JL aye ue 
Z 0 0 
Im Ny, = — z (94. + 6=), 
h=0 


où c, et o. sont deux valeurs moyennes de o pour des valeurs infiniment 
petites positives, resp. négatives, de 9. 
D'où le théorème: 


aor x, (IE : : 
Théoreme. Lin Zr " existe toujours et 
h-o z 
SEO 
(149) lim A 2 tor no) 
n=0 02 


Dans le cas général on peut écrire 





| Ug, =i Ucn + u Un 
Non a Non 3r u Nn + yNa 
; Os — À Orn + u Oyn 


| Us >= lim Usn B Ns = lim Non 5 O, == lim On 5 
h=0 h=0 h=0 


(150) 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Si U, existe, donc la condition nécessaire et suffisante pour que 


nn ; us : 
lim CE existe, est que la quantité O, existe. 
h=0 0% 
Remarque I. Dans les formules (147) et (148), on peut remplacer 
(151) 0? par 9? + V®. 


" " D 
Acta mathematica. 31. Imprimé le 12 octobre 1907. 26 


202 : Henrik Petrini. 
En effet, on a 


sin? d = sin? J + sin? U cos? 9 





lim | en = |i = 6 ete. 
: (+ vr?)h (92 + y? + 7) 


D'où il suit qu'on peut remplacer O,; et O, par Orn et Own resp., ou 


Och = | [o(h + hr',9) — o(h—hr', 9)] — dd — 
x V 92 + uP 
(152) RE 
Oyn = | [o,(h+ hr, 9')+0,(h—hr,9')] war eto., 
Vr? + uP? 


t 
0 


ı' et 9' étant des valeurs moyennes de 7 et de J resp. 


Remarque II. Posons dans l'expression de Nz; 
6 = Gp + (6 — 09), 


et nommons N}, et N',, les parties correspondantes de N,». On trouvera 


lim N'y, = 0 si O, est — o, et inversement. Par suite on aura le résultat suivant: 
h=0 


Si O,=0, donc 


Ir a 20 
» 


mud re cos 949 [0 „dr | avdiGos (9) 

an Eh) 0° RE. 
(153) < 0 h 0 

Gox = — sin 9 E + log —_— | : 


En comparant les formules (153) aux formules (128) nous pourrons énoncer 
le théoréme suivant en vertu de l'égalité (130). 
pos ds = Oi wo x bre n : 
Théorème. Si 0,— o0, lim uz i mE c.-à-d. la limite de la dérivée prise dans 
h=0 x x 
la direction de la tangente est la même que la dérivée au point Py prise dans la même 
direction. 


Remarque III. Nommons O, et O; ce que deviendra O,, lorsqu'on y rem- 
place o par oy et 6 — oy resp. Nous trouverons 
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or * 
an a 
» > 


ROM, - : ; dr 0G 
lim —* — lim | sin Id | o(r, 9) + lim Jen 9) >: d 
h=0 UM h=0, E r h=0 04 
(154) i h 


[ig 


1 — cos U cos 9] 
‘ |: + log | 2 
2 


C= 





pourvu que la quantité O', soit nulle. Pour que la seconde intégrale soit finie, 
il faut que la quantité O; soit finie ou, ce qui revient au même, que la quantité 


9— 


> 


50 ; sin Jd 9 
I O,, — lim Jo 9 — 
(155) TOE Ge 009) I— COS Ÿ cos 9 
0 


soit finie. 
Cas particuliers. La quantité O) est finie, 
doy (i ?) 


TOMES one existe,et o,(J) est continue pour — e € 9 «€ e; 


2° si 0,(9) = 6, + 0,(9), où 6, est une constante, et l'intégrale 


[9 
Jo (9) : 9 


est finie, ete. 
Remarque IV. Nous avons supposé que la courbe P,P P, est contenue dans 
le plan des zz. Dans le cas général l'angle » n'est pas— o, mais lim c — 0; 


h=0 
OV), 
dans ce cas nous retrouverons les mêmes formules pour Jim Tee pourvu que 
0s 


h=0 


; : 0 V; T : V; 
(156) lim | sin v —— | = lim IS el N 
0% 01 


h=0 =O 

Ur. OV ; NE : 

où 7: et WDR sont les valeurs trouvées pour w=o, si l'on y remplace o(r, 9) par 
x ] : 


o(r, J+o). 





> 4 . 0 Vin 
§ 24. — et lim —— sur le bord du plan. 
08 n=0 OS 


Supposons que o ait des valeurs constantes mais différentes o, et o, des deux 


côtés d’une ligne. 
1". Ligne droite. Pour la dérivée tangentielle dans la surface nous trou- 
verons (126), w étant l'angle que fait PP' avec la droite de séparation, 


: a 
Ty = 2(0, — 0,) sin w log jo 
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où lon suppose que la droite PP’ est dirigée vers l’intérieur du domaine de 


densité o, et que o <w <z. De plus on aura (128) 


sin c. 





M = 2 (6, — 0,) sin w log = 


dV h 
(157) -- 7. —0 pour w=o et w—x, mais — ^ pour toute autre valeur de w. 
7 ( 


De méme la dérivée oblique (131) n'existe que pour « — o et w —x, auquel 
cas on trouvera 


av 


(158) SSL (o, + 0,) sin v. 


0 , . . . ZU 
La dérivée normale existe toujours et s'obtient de la formule (158) pour w= = 


4 


0s 


et dirigeons l’axe des y vers l’intérieur du domaine de densité o,. Les équations 


5 ( . ^ . 
Afin de calculer , nous prenons la droite de séparation pour axe des x 


(141) donnent 





Ü V; ^ [7] V, Ü V; Ü V; 
LUE n= == 

ds Ox “ dy 02 
a IV 
[lun eec 

( ) h=0 0% 

I 

> A GEG Me 

lim "m infinie 
h=0 
OV, d 
lim ET 4 (0, + 0,) — 2 (c, —o,) tg (sin w, cot W,). 
h=0 


Si la courbe P,PP, touche le plan, on aura les mêmes formules (159) dans le 


cas où l'angle w est constant. En y posant w= o, on aura 


. OV; 
| lim To To 2010 + 6,) pour c = o ou w= x 
~ 
(160) — — 2:0, pour o € o € it 
= — 270, pour z <w< 27%. 


Si langle w n'est pas constant, on retrouvera les formules (159) et (160) 
pour le cas, où lim c n'est pas — o ni= ;r. Si lim w—o on retrouvera les for- 


h=0 h=0 
KV 5 ab ; 
mules (159) pour lim ^ et lim uh Bl 
i n=0 OX h=0 dy 
(161) lim sin w log h = o, 
h=0 


et on peut écrire, en supposant l'angle w positif, 
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c ii ; e w 
(162) = lim - = — (0, + 0,)— 2(0, —0,) lim te? —. 
) h=0 Oz ( 2 AR 2 ( J +) h=0 = uU 


Le cas lim c — x se réduit au cas précédent. 
h=0 E 


2°. Courbe à tangente déterminée et unique. On trouvera les mêmes résultats 


a OW: a ONG 
(159) pour lim —^ et lim —, et on aura 
n=0 OY n=0 02 
a 
OZ : : : dy 
(163) lim) eg: — grylim [sin J, — sin 9,) er 
n=0 OX z h=0 ER 


h 


laxe des x étant dirigé suivant la tangente, et 9, et 9, étant les valeurs limites 
: ; RU, m — À; Ei: er SOIT " 
de 9. Pour un- point régulier x Sb e COD des limites finies, .. lim Ie existe 
en un point régulier. Si la courbe P,PP, touche le plan, on aura les mêmes 
résultats, et dans le cas où w, est <o et ;r, et dans le cas où l'angle w est 
constant et— o ou—w. Cela aura méme lieu dans le cas où l'angle w est 


variable et lim w — 0 ou —;r, pourvu que la projection de la courbe P,PP, dans 
h=0 


le plan ne tombe pas entre la tangente et la courbe de discontinuité. 


Supposons maintenant w</, pour r>h. La partie de N,, qui pourrait 
devenir infinie peut s'écrire (138) 


» D 
EE tdt 
H,= (0, — 0,)| d9 | (— cos Y cos o + t cos 9) mum i) > 1 


0 ty 


9 — 9, (w), t, —la valeur de ¢ en un point du bord. Posons 9— « — 9, 











d—uo m 
A) . . - | 
I cos YW — cos 9!) cos © + sin c sin 9" j/t—1 : 
oy dali; (02 AL — : GS y JA =O: 
2. z EN 0} h=0 
D EE) C tı 


De plus on aura 


2 
| 4 
tı 
cos 1 — cos I! I sin? U 
I—u cos W cos W(r—«u) 
D — 0) 
: sin I'd 9' sin w I— cos WU’ cos (J — w) 
SH & ae Er DE c ; 
J I— cos U cos 3 cos Ww I — cos Ww cos w 


— 
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323 lim H, est finie ou infinie, si lim « log [U? + (9 — c)?] est finie ou infinie. 
n=0 h=0 


On retrouvera la formule (163) aussi dans ce cas, pourvu que 


(164) lim w log [U? + (9 — w)?] = o. 


h=0 


Enfin on aura 


: : J; — 0 () 
lim —— = —zr(6 Nele | Shoe ll | 
re t (0, + 0,) (6, — 0,) lim [te m + tg | 


Remarque. Soient Q, le point (w, 9) et 0 — l'angle (P,Q,, P,P), done la 
condition (164) peut s’écrire 


(164*) lim w log à = o. 


h=0 


3°. Point saillant. Supposons que les deux densités sont séparées par deux 
droites qui se rencontrent au point P,, et soit : — 21! leur angle, concave du 


AU x .ır 4 it . . 
côté où la densité est = 0,, o0 « 2 « —. Prenons la bissectrice de cet angle pour 
2 


axe des y. Nous trouverons (141) 








eee; nue I + cos UJ, eos (4 + c 
lim —— = (s, — 0,) sin 4' log — u Vo) 
ri Gee I — eos UW, cos (4' — c) 
- us Oo 

(165) ; lim —— infinie 
n=0 OY 
Or sin c cos WY, — sin 4 
lim = — 970) 20>) e (os 0, PU Sae u 
n=0 02 ei 2) (o; tg sin u^, cos 4 


o DE D D OV, " 5 5 
Pour lim // —o on aura des valeurs finies de lim 22^ excepté les cas où c, — ^ 


h=0 0: 
et «o, —;r-— A, c.-à-d. les cas où les lignes de séparation sont tangentes à la 
courbe P,PP,. Enfin on aura 


. OV; : 
| lim TS -— 20, dans le domaine 6, 
2 
(x66) ) — — 2700, » » » [n 
| — — zx (0, + 0,) suivant les lignes de séparation, 


l'angle w étant supposé constant. 
On trouvera facilement comment on peut généraliser ces résultats au cas 
que le point P, se trouve sur le bord en un point saillant d'une courbe quel- 


conque. 


4^. Point de rebroussement. Prenons la tangente commune des deux branches 
pour axe des y et soit-elle dirigée vers l'intérieur du domaine o,. La formule 
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(163) donne, 





E . a 
| NE, Sa io dr 
lim * — (a, — o,) lim | (eos £, — COS €,) , pour 
nem P j h=0, 0 
(167) | D 
7t 7t 5 z 
| i = = —€,, db Teresa Times — lime, —10: 
2 2 h=0 h-0 - 
De plus, les formules (r41) donnent 
a 
OV; : 3 dr 
lim m — (0, — ,) | (sin €, + sine) —, et 
h=0 E 7 
(168) : y P 
OV), 
| lim Te — — 270, 
h=0 12 
ON; ; 2 a: 
. lim j, nest pas nécessairement infinie dans ce cas. 
h=0 y 
: ere T eG 
Si la courbe P,PP, touche le plan, mais si w est ~~, les quantités lim Aa 
2 h=0 0% 
OR ; ; , x " 7 
et lim — existent, si elles existent pour Vo. Dans le cas où w— -, on aura 
2 


h=0 dy “ 
u — cos sin 9, et on trouvera que la partie de N, (138) qui pourrait devenir 


infinie peut s'écrire 





m Do 
3 Y Gls Je 
I — (6, — 0;) fun lis weos W + (4 cos 9 + usin 9)t] = ATz- ub. 
0 $, 
RO 
CO Dit Vi On aura = 
jx) E 
10 
z = “ll — | tdt, 
cos, Aq, d, 
0 


q, et q, étant les valeurs que prend q pour 9— 3, et 9 — 9, resp. Soit q, la 


= 


7 


valeur de q pour =, 


2 
„= V&—2teos V + 1 <q, — Vtt —2teos V cose, +1 « Vt? — 2tcos cose +1 =q,, 
é étant la valeur maximum de &, pour 7 < wh, 


u 


Mu jede ze ll. „= ss Tin 
1 


cos u'. cos U! cos U! 
0 0 








r 
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[ra 4 10 


= Í = — =) dt, TS | (-— Zar, 
J D 4 s 


0 0 


! et f étant des valeurs moyennes de ¢. On aura 


10 ZT: 
r'<| iS - ‘| dt = | log 


0 


—% +t—cosw _ l5 I — cos W/ 


q 4- (— eos V'eos e I— COS VW! cos & 





Le premier terme du dernier membre a une limite finie pour lim 4 — o, et le 
second terme aura une limite finie, si 


(169) lim : est finie. 
h=0 U 


On peut traiter l'intégrale 7" de la même manière. 





tip mt 
2. Lim—-. On peut écrire 
h=0 dy 


w zm 10 £3 
3 


(t cos « — cos ne + (6, — 0,) | bat | (f cos « — cos u) = 


c c t 


Or on a 








Eod I de sin €, A 
| (cose — cosy) — — 2] Zuge: a dd* 
; q 2 cos uU q CA 4tcos y!) 
0 0 0 
A — 2t Ld elle 
(P8 -- 2tcosw + 1) 2 — 2tcosW +1 |' 


Par suite, le premier terme de l’expression de /, a une valeur limite finie, si les 
deux quantites 
E 5 
I = | dt | dE 4 pn = | sin e, |t — cos v|tdt 
LIRE s d: d; 
0 


ont des limites finies. On a 


Tm -, ..lim/', est finie, si lim « log w est finie, 
U ( p ) y , 7 
0 n=l n=O 
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t ‘ 5 ar a € rae 
JE «| , «lim 7", est finie, si lim — est finie. 


qo h=0 h=0 


Le second terme de l'expression de J, peut être traité de la même manière. 


5 0 V; = 2 
in ' existe toujours. 


h=0 z 
En résumé nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 
Théorème. Si le point P, se trouve en un point de rebroussement du bord, 


RZ; : . : : 
lim "me existe toujours où la courbe Py, P. P, wa pas un contact avec la tangente qui 
h=0 s : 


est d'un ordre plus élevé que ceux qu'ont les branches du bord avec la même tangente. 
$ 25.- Cas particuliers. Les considérations précédentes ont conduit à 
ce résultat que l'existence des dérivées dans la surface et des limites des dérivées 


extérieures dépend en général de l'existence des quantités 


2; c a (a) 1 
€ € ( dr = $0 T 
zin ie cos Yd 9 1 o(r, 9) — — lim | 6 — do 
h-0. Te h=0 Ox 
dh) 
(170) 
7 ] 27 a (a) 44 
; : Aor eNOS: ; I 
U, —lim | sin 9d9 | o(r, 9) — = lim jo dw, 
2 h=0 . 7 h=0, dy 
Ü h (Qu) 
(a) 


où dw est l'élément de surface, et où le signe | désigne que l'intégration doit 
d S 
étre prise sur le domaine qui est compris entre les deux cercles, dont les rayons 
sont a et h resp., et dont le centre commun se trouve au point P, de la surface. 
Nous examinerons dans ce paragraphe quelques cas particuliers, oü ces limites 
existent. 
19. Soit o(r,.9) une telle fonction de 9 que 


qs en 27 


2 
Me COSTA 0 f. cos Jd 9 — o, .. U, existe, 


I 


ou que 


N “sin 9d9—0, .. U, existe. 
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Ce cas a lieu par ex. si o est c) une constante ou ?) une fonction de r seulement. 
7) Si c (2: — 9) =0(9), U, existe; et si (zr — 9) — o (9), U, existe. 0) Si o est 
une fonction de x seulement, U, existe, et si o est une fonction de y seulement 
U, existe. s) Soit o une fonction de rcos 4 seulement. On aura, en posant 


T COS J =; 


Ir 


n a 


= — [ cos Idd | ic (x) E = IL (x) cos Ü bees = 
M i we x 
h a 
Bey): SE ee. 
E a? Na y Uu a 


La première intégrale du dernier membre a une valeur limite finie pour lim 4 — o. 


La seconde intégrale a une limite finie, si lim dx est finie. D’ot 


h=0 
h 


= — g (— x) 


le théoréme: 


Théorème. Si o est une fonction de x seulement, donc U, existe, si 


(171) lim | LOUE an est finie. 


| : a E 
A) de existe pour tout point dans le cercle (a), donc U, existe. En effet, 


on aura 


(a) (a) 44 27 27 a 
p NOE: MU : : "Jc 
L (5597) ‚dw ie L 3: 45 di = — | [o(a, 9) —o(h, 9)] cos 9d 9 + [dd la dy ete. 
OX > ) : ES 
(h) (h) 0 0 h 


y) U, et U, existent, si 


T 27 
» > 


; 
| 6, cos 9d 9 — o, | c,Sin-9d.9 — o, et 
0 0 
(172) 
a 
= 007 2.2 , poe € 
lim | dr est finie et déterminée pour chaque valeur de J. 
h=0 / 
i 
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: - ; irap B at ; 
836. Existence de la dérivée ga. Ch um point quelconque du plan attirant. 


: HE OV: : SR ET 
L'existence de la dérivée j, en un point situé dans le plan ou de la limite de 
s : 


la dérivée extérieure dépend essentiellement de l'existence de la quantité 
U, —lim Ur, où 


h=0 


(173) Usn IJ Ui u Uns 


le point considere P, etant pris pour origine et comme centre de la partie eir- 
culaire considérée du plan. Nous chercherons maintenant une formule, où la 
condition de l’existence de Us soit exprimée en fonction des coordonnées du 
point P, situé sur l'axe des a positifs à la distance k de l’origine P,, k>o. 
Nous aurons pour le point P (fig. 1), en prenant l'axe des x dans la direction P, P, 








(a) 
2 01 dine € 
PAU? _rdrad 
U si fruste= fe BEC 
(h) 
20r; GOS Jic r sin 9 
(174) \ vE—eos(055 PQ) A Rent 


R=PQ=Vr?—a2rkcos 9 + E? 
Ife = IP IP. 


l'intégrale étant prise sur le domaine qui est compris entre le cercle (?,) et un 
cercle de rayon h(h<k), dont le centre se trouve au point P. Posons (62) 








sh ka, Ep COS .i— u, 
s.p—Vst—2su-r 
9 s—4 


A(su—I SM 9 
pee Ne) d u-—smng-——— 
p p p 


, Pr = À COS 9 + u sin 9. 


(175) | 


Soit z une constante telle que 1>z%>«, 








27 72 22 k 2 I 
[-- U jay [ oes, 9) pes ES | Oo |^ nes + ds |^ en 
| ES re la 
| 2z 1+2 lc 27 —Ù, 
LR + (ao («525 (sas fon nene ned 
| p p* 
| 
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Les intégrales 7, et J, sont indépendantes de c, et comme p ne peut 
s’evanouir que pour s=u=1, elles sont aussi toujours finies. Quant à J, 


on aura 
1+4 2zx—l, 1+4 z 1--4 2z—U, 144 
TM et d a I f I sds 
[sas fo sin 9°: = fsds(a(—*) + 0" [sasfa(— | 2100") +(0"—0') — 
p p p S-FI 
I—4 th 1—a =, 1-0 =z 17-17 


0' et o" étant deux valeurs moyennes de o. Si la fonction c est continue, la limite 
pour «=o du dernier membre est — o. D'autre part on peut écrire (cfr fig. 3) 


1+0 2z—l, 2z—l» 14-4 Do: 
E e dO Etico ae IE sds 
[ sds[o(su—1) z= d9|o(su—1)" T d [as (ou + 
: : RE Pa p 
1-0 5 tk 1-4 —t 1-2 
he 1+% 
* € E sds_ I " " 
+ d3|s(su—1) =F + F"+ Fl", 


sin 9, =a, s, — cos 9 — Va? — sin? 9, s, — cos 9 + Va? — sin? 9 








1 
Or), 12-2 ty cos} Bs. 1-+o 
a. À | oO I ^ 
s | 5 E 
F'—os|d93]|—-—-os | 42 | — — + g" s" [a RSS + 
. | 2 à | ‘ | iy 
Ds 1-4 thy 1—u te 1 
cost} 
1 
—#, cos} =o) 170 
o j à 
E S I 
+a's | dd Je o's" | di — —, COS 9, = , 
| p . p ig p ta 
bh 1-4 —ts 1 
costh 


I Il 


oo seo 


étant des valeurs moyennes de o et de s. Posons 


p, =V2(1— 4) (x —a) + o, p, — Va(x —u) (x + a) + &, P= | P S. 








Nous avons trouvé (74) lim I" € ez, lime finie, 
4-0 £—0 


2z—l,41-F4 
: s 
lim | d | ——=o0. 
a=0, | p 
Oy er) 
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Posons de plus 


2(r— wu)--9A4(9) mV ZW s 





ÿ, ds 
I—a I ; I I 194 lim 
= ——— j= - di} + q, img—o, 
D sin J cos y t 7 E 
2], ERIS — ue 
eh. 9 (1—a)A(9) 
ds 03 
I I I I 
_— — — sy (1/5) — 4 — |d:9:» 
u AE a? Jj Pos CE 
[3 YN [i IN | Jed "SING 
o. uw (r—«)4(94) ihe (1— a) A(9) 
bs 
I I 
2m 7 = d 9. 
\ 5 e 
JP ye 
ih; ml 
En effectuant les integrations, on trouvera 
9. 9; 
: I—& I > I 
lim —  — | dÿ — —lim = —— - |d 9 — —log4(V2 + 1). 
9-0 Pi sin J cos 3 Em J 5 a? : 
V GE 
8, ts (r—«)4(9) 


Les autres termes de F' peuvent être traités de la méme manière, et on trouvera 


Imp =o; 


g=0 
De même on peut écrire 
te % 
Ss I—&« le 
Fl =— 6'5! | = — \a9-— 0: | | 
[C p et 
* 1 t 
—bh —ih 
A : VE 
'. lim F" = —20,;[1 — log (V2 + 1)], 
4=0 


6x étant la valeur de o au point P. Enfin on aura 


1 
ty cos th tho 1+¢ 


x 


1+4 


A» Jd 3+ g', lim g' — o, 
Pi 


7=0 


| S S ; | $ € 
jn" A DGG [ 4» EE It | 4: I + 20" s" | dj3 | — 25 tg 9,— «, 


I d p : 


* fi 
on 85 on 1 0 


So 
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et on trouvera que les deux premiers termes du second membre ont des limites 


nulles, 
^. lim P" = 20;[1 —log (V2 + r)], 
2—0 
(177) 5 no. 
g—0 


L'intégrale /, peut s’écrire 


Ts, 10, 1.16, 





2% le 
[n = | 4? | ee 
" : P 
0 dee 
On peut écrire 
s(su— I) 0 r—s I ds—u ı I—S dı—s 
E rn Luz malen oe XU 


(su— 1) 


Si on fait l'intégration de F, en y substituant l'expression (178) de Eu on 


peut intégrer chacun des trois premiers termes du second membre pour des valeurs 
moyennes de o. En posant dans le dernier terme 





s=1—t, p.— V2(x— u) (x— v) +7. 


on aura 
po : Be GME : TN 
F, = — | 4? | o(k— kı,9)r po + f,, lim f, finie. 
£ : = 4=0 
0 a 
On trouvera de méme, en posant s=1 +7, 
TER UG, 
27 7 
TT da À is. 
jm == [as | o(k+kr,9)r— + f,, lim f, finie, 
F f Py g—0 
0 a 





x dr + f, lim f finie. 


4=0 


- 3 


" D +kr,9) o(k —kz,9) 
| pi p. 


(270) dns Ji. E I0 = |. 


0 [74 


Posons 


p —Vz(r- au) $s). p». 
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Nous trouverous en intégrant 


7 


: I I D. - c À ; 
lim | s] "dr — une quantité toujours finie, même pour J—o, 
I p 


4-0. 


et nous aurons un résultat analogue pour p,. Dans l'équation (179) on pourra 


3 ^ REL A 5 Sl 7 93 | 72 
done remplacer p et p, par p. De même on peut remplacer p' par p— 9*4 7°. 


D'où le théorème. 


7 


IE v , 5 - SOHN 
Theoreme. La condition nécessaire et suffisante pour que la derivee j, 9" la 
0% 


ne 2904177, : : NE ; 
limite lim s existe au point P. (r —k 0, 9 —0), est que la quantité H, lim H ,,, 
h-—o0" * g—Üü 


existe, ou 


(180) H,,— [9 | [o(k + kr, 9) 0(k—kı, 9)] ] 


S5 G 
pourvu que la courbe PP, ne touche pas la surface. 


Si l'on pose 


0, (r, 9) -— o (r, 9) + o(r, 2 7 — 9) 
(181) Lr — 4008/7 j — psiny 


Ik (k+ kv, 9) — 0; 6, (E — kr, 9) =o_, 


on peut mettre la quantité Æ,, sous la forme 


Ze E 
cos — COS 
pA vh % P 
5 ; do d pulos a GE RCE re 
(182) < Fon = fcoszd7 | CS es +h'= | 7 | (os —o_)eosydy +h pee finie, 
| 0 a UON O 


Posons 


(183) (Ure (emn (r, 9) — 6, (9,7), 


done la quantité H,, peut être remplacée par une des fonctions 
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[ e di 
faces = 
V9? + a? 


fuite, 9E 


8 TES 
(184) cos 5 


: cos y 
| 6, (p', 7) cos y log — ^ dy, 


a 


t', 9', p et 7’ étant des valeurs moyennes des variables v, 9, 7 et p resp. 


Cas particulier. Si o,(k+kr,9) est une fonction paire de r, la dérivée 


oV 


— existe. 
dx 


Si nous posons 


(185) 6, (7, 9) — o (r, 9) — o (v, 20% 3), 


nous trouverons de la méme maniére 


Tr 


zZ 
(186) G, + G, — [sin 949 | E (er Pr eas a r+g, limg finie, 
y, (y, D p. g—0 


0 a 


et nous aurons le théoréme suivant: 


7 


NT ae 3 : ; el! 
Theoreme. La condition necessaire et suffisante pour que la derivee Oy ou la 


ux ger. Wa . : T 3 
limite lim Um existe au point P(r—k, 9—0), est que la quantité H, — lim H,, 
h=0 PE 


existe, ou 


€ 7 
a a 


(187) Hy, = | odd | PA = ee 


[e+ 91°” 





* 


€ 
0 " 


pourvu que la courbe P, P P, ne touche pas la surface. 
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Posons j 
(188) . cos y — v, 6, (k + kr, 9) + o, (k — kr, 9) — 6, (rt, 9) — 6, (p, v), 


done la quantité H,,, peut être remplacée par une des fonctions 


p EP et 


IE 


ya 





i t j 


ou encore par une des fonctions 


(189) 


(190) 1 


ed 
[5.7 


GO: 


i", 9", p' et v" étant des valeurs moyennes des variables 7, 9, p et v resp. 
Sy : . A LAON 
Cas particulier. Si o(r, 9) est une fonction paire de 9, la dérivée d existe. 
Corollaires. 1°. Soit 
=o pour r—««s«r--«, et =ı pour les autres valeurs de s. 


Done l'égalité (186) peut s'écrire (176) 





1+z P 
G, + G, = fonsas fra 2% BE 9) )sin 94 [rs ^ 
1—z 1-4 


28 
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s' étant une valeur moyenne de s. En substituant la valeur de ı et en intégrant 
par rapport à s, on trouvera que la quantité H,, peut être remplacée aussi par 


la quantité 


: [7 di 
| 0, (ks', 9)| 1 — ——— 4, ou encore 
ie Ug 3E gel a 
(r9r) Jo 
Idd 
i, (ks', 9) ————, 1< <2. 
bee eae Sys 

0 


ae 338 2 . : Vee 
2" Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que Ag Criste, est 


que H,— lim H,, existe, où 


g—0 
(192) IF > AH zu am Eine 
Om (Re 25-5. 0: A 05 
§ 27. Continuité de la dérivée 3, 4 de lim EE Dans ce paragraphe nous 
8 h=0 $ 


supposerons que la densité c(r, 9) est continue par rapport à r et à 9. D'où il 


: eO ; V; : 
suit que les quantités j et lim "FS — si la courbe PP, ne touche pas le plan, 
§ h=0 
ce que nous supposerons dans ce paragraphe — sont continues en méme temps 


que la quantité U,, k>o. Mais U, est continue en méme temps que lim (J, + 7,), 
4—0 


et nous trouverons que cette derniére quantité est continue en méme temps que 


H,, d’où le théorème: 


DE , : : Load 
Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée j, ou 


b. 


AV : : ; : 
lim "ds soit continue au point P(r—k>o, 9—0) pour un déplacement suivant 
h=0 


Faxe des x, est que la quantité H,—lim H,, (192) est continue par rapport à k. 
1=0 


Quant à l'origine, nous trouverons pour 6 — 6, (176 et 175) 


27 


I!’ +R+l=o, | [A (x — a) — A (0) + A (x 4- z) — A (x + a)]dd 


b ds 


A (a) [as 985 — ilu log(p + 8 ds 


I—2 SU E x 
u) + [easing [e 
p p 





En intégrant le terme logarithmique par partie, on trouvera 
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2 x 2x 


(193) — [ads - — às [n 2n 


* 
0 


27 


EE + E+ ee ee ne was 
Pı P» Pp, 








0 





p, = V 2(r— au) (1 3 v2) Ar 


De plus, on aura 


ds » 
L= D (Ps — 4)s st jj ES PR ia: nao 0 ll td. 
0 


ON METRE 0 14% 


If ui] fase hase set a 
0 iR 


27 
P=o,A(r + Je 
J Py 
o0 
27 


nenensnecief[ t o 





US, 





et nous trouverons que la limite pour « — o du second membre est — o, 


"dim (I*-b TS Po. Poo, - 


a=() 


parce que lim /; — o. Mais on a 
1=0 
lim lim (2, + Z', + 7,) = lim (19 + 15 + 1°), 
"k=0 7=0 S (.—0 


et on trouvera que la quantité 


lim (7, 47; — H5) 


a=0 
est continue par rapport à k. Enfin on aura 


eter 
inan fue fata 


où le second terme du second membre a une limite nulle pour lim k=o, si le 
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premier terme du méme membre a une limite finie. Cette derniére limite est 


r 


égale à la valeur 7’ de U, dans l'origine, 


.. lim U, — lim lim (J, + Z4 - 7,4 1,+/,) — lim (1, +1, 15) - T 4 


k=0 k=0 %=0 a=0 
+ lim lim (J, + 7, — H,4) + lim H,. 
k=0, %=0 k=0 


Si lim H,=lim Zi;, Hi, étant ce que deviendra H,,, si l'on y remplace o par 


k=0 4=0 


o,, done on trouvera que lim lim (7, + 1, — Hs) + lim A, = lim (I, +1). D'où 
k=0 «=0 k=0 a=( 
le théorème: 


HE. B : A E UA m DAT 
Théorème. Si U, existe dans l'origine, donc la dérivée  — et lim A sont con- 
h=0 


tinues dans l’origine, si 


(194) lim H, = H;. 


k=0 


Remarque. La quantité lim H, est identique à ce que deviendra la quan- 
k=0 


tité O, (150) pour //— o. Par suite la condition, lim H, — o, pour que la dérivée 





k=0 
OV : N 5 : 5 3 : S 
7, Soit continue au point P, dans la direction de l'axe des v, est identique à la 
x 
ore an OV pe, et vor ‘ 
condition O, — o (p. 202) pour que lim DS soit égale à j; 9" point P,. 
h=0 


Application. Variation de la dérivée au bord de la surface. Soient o, et ©, 
deux densités constantes des deux côtés d’une droite. Nous avons vu que 
la dérivée dans la surface n’est finie que dans la direction de la droite et qu’elle 
y est— o. En un point situé dans le domaine o, à la distance k de la droite, 


uem UP : S R : 
on trouvera que la valeur de la dérivée oy m prise parallélement à la droite par 
rapport à un cercle de rayon a dont le centre se trouve en ce point — est (128) 


ı k 
a 


cos 


a 
OV REN Ch; 
(195) 7 = T=(o, — 6,) [sin sa» [^ — o. 
— cos ik _k 
y a cos 


7 


ee 0) ‘ 
la dérivée — est continue. 
dy 


§ 28. Changement de la valeur de la dérivée en traversant le plan. On trouve 


M ; Des 4-0. : 4 
facilement qu'en un point de la surface la dérivée —- varie continuellement 
ds 


quand la direction de dérivation varie continuellement, Au contraire, si l’on 


(199) 
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change brusquement la direction en la direction -opposée, la dérivée pourra 


changer brusquement de valeur. Soient ds, et ds_ deux elements émanants du 


7 


0V 


point P de la surface dans deux directions opposées. Les formules pour ai 
: ce 


: E QV 
s'obtiennent de ceux qui existent pour amb Oks y change w en w+. Par 
S + Y 


suite 7" (131) change en — 7", et on obtient 


u | 


(196) + = =—]o,(9) | 2 + «log a po 


Si la densité o est continue, on aura 


j 7 7 ; 
(197) ar A ——— 4750/8 W. 


d 8 n TES 


Remarque I. Si la direction (w, 4) de ds change brusquement en la 
; ; : A oV 
direction correspondante (v, — v) de lautre côté du plan, la valeur de 7, ne 
ds 
change point. 


Supposons maintenant que le point P se meut suivant une courbe qui tra- 
> e he . OV , 
verse le plan au point P,. Nous trouverons que lim ae prend la valeur qu'aura 
h=0 b 


J Vin 
ds 


quant les deux côtés par les signes + et —, nous trouvergns (139) 


la limite de 





, lorsqu'on y substitue w+ a et — » aw et à v resp. En mar- 








. [dV lo 3 —28 -2U, I—— 4. 
(198) lim (5; — lim I = | 0, (9) | — — + 8; = — log —— | dy, 
any WO | ear es I— u ı— u I + % 
0 
parce que P,, change en —,,, et u, en —«,, tandis que ?, et U ne changent 


point. Pour les dérivées suivant les trois axes nous aurons 








ee EAE a OMY 2 cos U, sin 9 sin (9 — c ; I—u ; 
lim | =) im | A | = — | 0, (9) — un) + eos 3 log ° [dx 
h=0 \ 0 + h=0 = ie I+ U 


s JA ne HOLY 2 cos W, cos 9 sin (9 — wy) ay I— % 4 
lim I à — lim lia ") — Joc) | CS COS v = | “ — sin 9 log——_* | d. 
h=0 03 + h=0 dy — i) FEU, 
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) 
2n 


m HOV) E) 
lim = lim | 3 2 — — 2sin vi fou) dà : 


Uy = cos W, cos (9 — W,). 


Cas particuliers. 1°. Si la densité o est continue, on trouvera que les 
dérivées par rapport aux axes des x et des y n'éprouvent pas de changement 
brusque, lorsque le point P traverse le plan, mais que la dérivée par rapport à 
l'axe des z éprouve un changement brusque de — 470. 


7t 
2°. Pour V,— — on trouvera 


2% 
ss (AZ emu 
(200) lim — — lim "| — — 2foud Jr 
h=0 02 + h=0 UZ |= E 
0 


3°. Si Pon considére un point sur la ligne de séparation de deux couches 
homogènes de densités o, et o,, on trouvera (159), en supposant que le point 
P se meut toujours dans le plan normal passant par la ligne de séparation, 


(201) lim 
h=0 


( V. 


Us 





5 Ü V; 2 
— lim | | — — 25 (0, + 0,)sinV, 
OST 
l'élément ds étant dirigé dans une direction quelconque qui fait l'angle i/ avec 
la surface, l'angle v étant compté positif du côté positif du plan. 
Remarque II. Le changement de la dérivée quand le point P traverse le 
: 5 5 N Eu te SS daa li: 
plan est toujours fini, même dans le cas où les dérivées lim —— et lim -— 
h=0 dx h=0 dy 
n'existent point, pourvu qu'on définisse le premier membre de l'égalité (198) de la 
manière suivante 


à OV, x OVy RES 0 V4 OVy 
| Tan a Him a BEN — (Co | 
h'=0 


I 


lim B finie et = o (cfr. § 16. Rem. I). 


(202) 3 
| h 
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CHAPITRE III. 


La dérivée première du potentiel d’une simple couche. Surface courbe. 


$ 29. Surface physiquement régulière. Nous nommerons dans la suite une 
surface «physiquement régulière» au point P, (fig. 8), si par ce point on peut 
mener une ligne à tangente déterminée qui ne 
la rencontre qu'en ce point P,, et dont tous les 
points qui n'appartiennent pas au voisinage de 
P, sont à une distance finie de la surface. Nous 
supposerons de plus qu'on peut faire passer par 
le point P, un plan, de maniére que la normale 
de ce plan qui passe par un point quelconque 
du plan dans le voisinage du point P, ne ren- 
contre la surface considérée que dans un nombre 





fini de points. 

Décrivons autour du point P, comme centre 
un cercle de rayon a sur ledit plan, et faisons passer par sa circonférence un 
cylindre droit. Ce cylindre intercepte une certaine partie de la surface considérée, 
et nous pourrons nous borner à considérer seulement la portion du potentiel qui 
se rapporte à cette portion de la surface, supposée physiquement réguliére au 
point P,. Posons | 5 

‘du 

(203) v-|%, 
où du est l'élément de masse répandue sur la surface considérée, et À la distance 
PQ du point P(x, y, z) au point Q(£, 1, Z), où se trouve cet élément de masse. 
Nous voulons maintenant faire une troisième supposition, c'est qu'on aura 


pu choisir le plan, de manière qu'on pourra écrire 


6 d«o 


(203*) y— | PA 


n 


où dw est l'élément du cercle considéré, sans que la fonction o ne devienne in- 
finie ni indéterminée. L'intégrale est prise autant de fois sur la surface du cercle 
quil y a de points différents de la surface qui correspondent au méme point 


du cercle. Pour fixer les idées nous supposerons dans la suite — ce qui nest 
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pas indispensable — qu'à chaque point du cercle correspond un, et un seul, point 
de la portion considérée de la surface. 

Prenons le point P, comme origine et les axes des x et des y dans ce plan 
lui-même. 

30. Le point P est situé dans la surface. Dans ce cas nous pouvons sup- 
poser que le point P coincide avec le point P,, et nous trouverons comme dans 
le $ 20 pour les potentiels V et V; qui se rapportent aux points P, et P' les 





formules 
E UM 
0 0 
(204) | E. P= cos 
R— PQ—VR:—2Rhu I? 
h=P,P' 


u — cos(P,Q, P, P!) = cos U' cos U' cos (9 — a’) + sin W sin V, 


U" et «w! étant les coordonnées polaires du od P' (2, y', 2), de manière 





que x! — À cos U cosw!' etc., l'angle w' peut être supposé = o.; d et w sont des co- 
ordonnées analogues pour le point Q(£, 1, 2). 
Posons 
1 —ht 
2% h 
Te ; Te a 
nn [as | ou, 9) (7, — ut 
0 0 
ls = cos =: 
(205) 75. aa I I 
4 = g—2qu+ 245 + PE. lim P (*) finie, 
q Fl qx \q 


: (Vi,— V) — W sh x Qu, 
0 


27 (t 


27 


a 


Wa | dd | o(r, 9) cos? v - 


(206) 


Qn 1 27 h 
^ » 


4 € ia « I I € : ( MTS see 
(sh - Jas otn, (5 Duns fas loan ol; B PULL 


x t 


0 0 0 1 


Uy 


(207) 


(208) 


(209) 


(210) 
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1, qu'on aura toujours 


2T qu 
D 


LL . E «Ui e 
| a 5 | - — une quantité finie, w>r, 
q 


^. lim Q,; est toujours finie. 





h=0 
dV 5 
3 — W, +0 

Us 
W, =lim Wy, 

h=0 
Wa = cos WW, + sin Y' W;, 

27 a 


: ; dr 
Wan | cos Jd 9 | alle ) cos? uj 
1 y 


0 h 


27 a 


; , s CHF 
W =) d | o(r, 9)sin V eos? U/ = 


1 


eos tho 
AU 


oY, 


OU EXC eos? ui d 9 | Fr — Juda + 


I—U 
--j XE + Uy + Uy log | —— eos 1) 


0 


2n 


n 


t= Jo COS Wo , 9 =V % 29 Uo FI 





Uy = COS W/, cos U/, cos 9 + sin YY, 


[ 9, (9) — lim e(r, 9) 


r=0 
W,(9)= lim Wir, 9) 
r=0 
yw’, =lim Y'(k, w') 
h=0 


w 


D’ot le théoréme: 


7 


7, est que la quantité W, existe (208). 
Us 
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( 


, Sin U/, 


~ 


! 
COS 9; 


| cos? u', d 9 


— w(r, 9) étant l'équation de la surface. 


0 


| 0,(9) cos? V, d »J[t — 
5i 


ae 


d Ole 
de 


0 


Le potentiel V; étant toujours fini, quand la fonction o est finie, on conclut, 
en posant o = 


Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour l'existence de la dérivée 
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Corollaire. Si W, existe, done 
2 
(211) | 9, (9) u, cos? Wd 9 — o. 
‘0 


Remarque I. Si la fonction o est continue et l'angle U", constant ~o, il 
faut, pour que W, existe, que //^ — o (211). On trouvera dans ce cas (efr. 133) 


(212) Q; = — 2770 sin U', cos? W,. 


Remarque II. On peut remplacer h (208) par hy(h, 9), si l'on ajoute dans 
l'expression de Q, le terme 


27 


(213) | 9, (9) cos? V^, log q, (9)d 9, py (9) = lim g (h, 9). 
| h=0 


0 


$31. Cas particuliers. I. w',— o (point régulier). On retrouvera pour Qs 
a valeur correspondante du cas du plan (131), e.-a-d. = M". 


7t : . 
II. w, = une constante < — (point conique). Nous trouverons pour Q. l'ex- 
2 
pression 
27 
: : _/1—sin U', : EU E 
(214) Q=—|1+ sin W, + sin vlog 5 cos] eos? v^, | o, (9)d 9. 


Pour que W; soit finie, il faut que o, soit — o. 

Remarque. Si la fonction o est constante, nous trouverons pour une direc- 
tion perpendiculaire à l'axe du cône 
OV 


dx — 


0; 


(215) 


; , ; NE. a! ER 2 
your toute autre direction (w^ = o) la dérivée —— est infinie, si o, est = o. 
2 ds 2 1 


IT 5 
Wd, = = (point de rebroussement). Posons 


22 (t 


: S. cd? 
Wen= | cos 9d 9 | o(r, 9) sin’ y 
Le Le 0 
0 h 


| 
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Lv] 
a 


(216) - NIS dr 
Wz-— | dix | o(r, 9) cos ysin?y : 


Le cas où limo est infinie, a un intérêt particulier. Car dans les cas 


r=0 
pratiques o représente la densité divisée par le cosinus de l’angle que fait la 


à : ae 71 
normale de la surface avec la normale du plan de projection. Soient — — y, 
2 


cet angle et «, Ja densité, 


: Us 
(217) oS 
: sin y, 
SE , . v qup , PAAR. ny 
Si l'on suppose lim ^. finie, on trouvera qu'en général la quantité Q, est 


41 


es A x DE 3 re I 
finie, méme dans le cas grande où la densité «u, est infiniment grande comme : 

4 
Pour 


(218) 


y 
Qi —— m 

sin? y 
nous aurons 


27 a 
= AP 
Win = | cos Idd | rsiny-- 
(21 ) "o “h 
9 | 2% a 
f dr 
Wer | d s | y COS 7 —- 
"o y 3 
29 y 9 Va Syn à à 
$ 32. Lim TE lorsque la courbe P,P P, ne touche pas la surface. Nous sup- 
h=0 > 


poserons maintenant que le point P part au dessus du plan et s'approche de la 
surface suivant uné courbe P,PP, qui ne la rencontre qu’au point P, et ne 
l'y touche pas. Nous trouverons (cfr. 137 et 204) 


a 


25 h 


j 7 x y D 3 
oy = | 42 | o(ht, 9) Pit Pg, 
ds : 2) q 
0 0 
' =Ve—2qut e a PyP =I 
(ME Ces QUE, leash: gue LS 


= E eos? u! + RUP zl , lim PIE | finie, 


= 
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OV 
5 


= W'sh =F Q' sh 


a 


27 
ji d 
Wi | di | o(r, 9) 9^, cos? v z 


0 h 
a 
2% h 2% 1 
22 ne it e 
ee On —— 5: | di f «an, 0) cos dr + [ao | o(ht, 9) 9, cos V 
"o "o ‘0 ‘0 
27 h 
+] 
"o "i 


— 


— NO ver dr u OF ar VQ! 


(221) 


p; — cos VU eos 9 + (cos U' sin 9 + 


PREDA. cm ; 
TEM ME 
W, —lim W,, 
h=0 
W y, = À Wen Sr au W yp, ae 2 Win 


7 ; E: 
W = Jes Idd | o(r, 9) cos’ = 
0 y 


2% a 
A A 


] Wy, = | sin 9d 9 | B (zs v )coss y 
| 


0 h 


| > dm 
Wa = | d | o(r, 9) sin V' cos? v/ ps 
0 h 


C= Jo, cy Es ie Ban 


— la 
FN er P20 Pao "OB 


t 


0 


U, -—lim V ete. 


r=0 


| u = cos U' cos W cos (9 — w') + sin VW sin v 
I — À cos t! cos c + u cos U' sin w! + » sin W 


y sin U, 


(1 — u,) cos W, 


2 


2dt 


di foe, 9) 3, cos v! E = dt 


cos? i, d 9 
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Si la courbe P,P P, ne touche pas la surface; Yi, est =), ‘. u, ne peut pas 
a 3.4 : : Y d : Ü V; 5 
devenir — r, .. la quantité Q', est toujours finie. Dans ce cas lim j “ existe 
h=0 08 


en même temps que la quantité W, (cfr. (208)). D’oü le théorème: 


LES : ZEHN, ; 
Théorème. Si la courbe P,P P, ne touche pas la surface, done lim j ^ existe 
h=0 S 
^ usa eee OSA 
en méme temps que la dérivée js 


: ROT à js AM 
Corollaire. Lim ; à existe en même temps pour les deux côtés de la surface. 
n=0 08 


Remarque I. Pour la dérivée, prise dans la direction de la tangente au 
point P, de la courbe P,PP,, on trouvera 


Pa 0 I, Bao = Uo 

27 «a 

: d 
W,= lim | d | 9 (r, 9) wu cos? v ! 
h=0, : 
0 h 
(223) | 
| 2 
— U,) COS W 

Q's Zu [e| TE + 2L "s log S x 2 ae | cos? Yd 9, 


0 
par suite, si W, existe, Q'; — Q; (208, 211). 


Remarque IL Soit / —0. Nous retrouverons pour Q', les formules du cas 


du plan (139) c.-à-d. 
(QUNM 
Corollaire. Si la quantité o est continue, on trouvera (cfr. (143)) pour t/, =o 
Q's ur Q.. 


D'où le théorème (cfr. $ 22 Remarque II): 
ER EN A 
Théorème. Sv Ts existe, 
a: aV 
(22 lim est =. > 
4) n=0 08 ds 
1° si la dérivée est prise dans la direction de la tangente au point P, de la 
courbe P,P P, ; 
2° si la fonction o est continue au point P,, et si la surface y a un plan 
tangent bien déterminé. 


edi. 
§ 33. Lim ds lorsque la courbe P,P P, touche la surface. Dans ce cas 
h=0 ŒS 


lim v/ = W,(w,). Supposons w!—o, Comme dans le $ 23 nous écrivons (220) 
h=0 
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„gdt a An 
cos Vitr + Q., lim Q, finie, 
h=0 





(225) Q',— f dd f° (ht, 9) cos V'[q cos U' cos 9 


1, et t, étant les valeurs de ¢ qui correspondent aux valeurs limites 1 —7 et 147% 


t 
de g — COR (205) 1>%>0. Posons 


cos 0 = u — cos W cos Y cos 9 + sin U" sin U, 
I— wu? = sin? 9 cos? V + [sin (U/ — U/) + sin U' cos W (1 — cos 9)]? = 
= sin? 9 cos? ıW' + [sin (U/ — 1) + cos W sin W (1 — cos 9)? 
(226) VI V (a E EE — qu) — V(g — uj? -- x — u 
2(I—u)>ı— u, 
'. g >sind 


d—1 I—4 P cos U" sind _ cos U sin 9. 
E il Se S(O); I, Sn: p—— XI. 





qr dis F. q » q Kj 
Pour des valeurs assez petites de |!" — | et de 9 nous aurons de plus 


| sin (9! — 1)] 


(227) elle. 


Enfin nous tirons de l'égalité (207) 


Fil 
E ty 
a 


: dt Pre PER: 

(228) lim | di | cos ! — — une quantité finie. 

=u) q 
SE in 


Si nous écrivons l'idéntité 














2 C hy! I gm 2 = = 5 
g° cos? YW cos à QUSE cos U ost Ulo De AE vM eh, 
(229)! 
— yy! — 6 E I 
| + cos y (605 zx Mg) s aum A + cos! ve cos y gone 


nous trouverons qu'en vertu des égalités (226), (227) et (228) les trois premiers 
termes du second membre fourniront des termes à limites finies dans le second 
membre de l'égalité (225). Si nous posons de plus 


g, = Vg—1)? + 2 (xu), 


nous trouverons pour g>1 
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oa d: X Um I x " P x i) = Le y ‘| da dre Fa T ge 


(230) jc —— = & 4 etc., 

g” q 
et nous trouverons aussi un résultat analogue pour q « r. D'où il suit qu'on 
pourra remplacer g' par q, dans les termes de l'égalité (225) que fourniront les 
trois derniers termes du second membre de l'égalité (220). Enfin on pourra 
remplacer 4, par 


| q— V(q—1) + & 
(231) | 





0? — 9? cos? W! + [V — w+ cos W sin W (I — cos 3)J. 


Par suite la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité lim Q^, soit 
A=0 


finie, est que la quantité 


Sr = lim Son 
h=0 


est finie, où 


dt 


d 


El to 
(232) Szn -[asfowmt, J) {cos? W(q— 1) + eos W (cos W — cos U/) — cos? VW (1 — cos 9)Y 
=e d 


De méme nous pourrons écrire 


! 
€ 2 


at e x die 3 Am 
Qi | sin 9d | 6 (ht, 9) cos? wg? a + Q,, lim Q, finie. 
) h=0 
—e 5 


En posant 
g=(q—1) +1 ete. 


nous trouverons que la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité 


Ux Q,, soit finie, est que la quantité 
=) 


S,=lim Sy, 


h=0 
est finie, où 
e! ty 
© PE di 
(233) Syn — sin Jd | 0 (ht, 9) cos? vw = 
« : q* 
ie t 


Enfin nous écrirons 
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e! ty 


Q', = ja y | o (ht, 9) cos W (g? sin W — q sin Ies + Qi, lim Q. finie, 


u 


h=0 
e d 


et 
g° sin V' cos  — q sin W cos U' = sin w cos W'(q — 1)? + cos V/(g — 1) (sin d — sin W) + 


+ sin cos W(q — I) + cos U (sin U' — sin U/), ete., 


et nous trouverons que la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité 


lim Q.; soit finie, est que la quantité 
h=0 


S. — lim S; 
h=0 


est finie, où 


l 


€ ty 
(234) Sen — | dd | 6 (ht, 9) {sin W cos i (g — 1) + cos v (sin W — sin U/)j af à 
SAM d é 
Soient 
Sen = À Son + Sys + v Sen 
(235) | Slim Se. 
h=0 


done nous pourrons énoncer le théorème suivant: 


A OM ve : ER ; : : 
Théorème. Si yis existe au point P,, la condition nécessaire et suffisante 


CE PE 7 AD 
pour que lim —— soit finie et déterminée, lorsque la courbe P,P P, touche la sur- 
I ds ) 1 

h=0 


face, est que la quantité S, (235) est finie et déterminée. 


Qu a To 
$ 34. Lim W'=-. Dans ce cas, on peut écrire 


h=0 zz 
Sn — cos? V/ J, + sin V/ cos U/ J, 
Sy, = cos? U/ J, 
CY -— Ii! nag aly! 2 !J 
Sz, = sin V' cos U/ J, — cos? WJ, 
el ty 
; dt 
(236) JE = | 49 | «Qt, 9)(q — 1) = 
3 
c c q 
—€ 1 
€ = 


| J, = pas | o (ht, I) — ne 


=i2 ty 


Les dérivées premières et secondes du potentiel. 233 


ty 


J he fee fen (At, 9)* 


(236) : 
d— (gia) +6, d= 


0? = 9? cos? U/ + (w'— y)? 
0, (7,9) =o(7, 9) — o(r, 270 — 9). 





1°. Point conique. Soit l'angle v/ indépendant de r. Pour 
i—gcosU, ]g—1|—7 


nous trouverons, aux quantités à limites finies ou infiniment petites près, 


Jaco fa fus Hor gs 


el ; 2 


a 


J,— cos vj (w'—w)d | (o+ + 0_) Hs 3 
| (1? + 62) ° 
(237) ne 0 


; e ; t dr 
Jm costi f 949 fins +5) 35 
0 0 


G4. — 60 (1 + ch cos v, 9) 


tos 


lo — o (r—chcosw, 9). 


Remarque. Pour w—o on retrouvera le cas du plan (150). 
2°. Point analytique. Supposons que la fonction W/(r, 9) admet une dérivée 
par rapport à 7, et posons 
t — q cos i 


2 a hr 2 Jw 
. dt=cosWdq—qsin yo hdt — cos v[r— sin PAC + 


des quantités d’ordres supérieurs. Nous supposerons de plus 


dw 
(238) limh —o. 
n=0 OF 
Done nous retrouverons les formules (237) à quelques termes près, qui sont en 
général infiniment petits par rapport aux termes des seconds membres. Mais 
dans ce cas il faut écrire 
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el D o 
PE dr 
J, — | 49 [or be) (2 + 8) 3. 
: Be 
30 min) op lind p us Dans ce cas nous pourrons remplacer, dans 
r=0 : 
g,cos' par unité. En effet, soient 
EN As Jl ' 
= VU DE HD, note I y poe os ec dog, 
M EIE ET 
qp "d 7 a") CA pa oe UAE 
Nous trouverons done, aux quantités prés dont les limites sont finies ou in- 


finiment petites, 


! 





[ € Ex 1 
3 it 
EE [0 (ht, 9) ¢— 1) tm 
"i (t— 13 + 0”) 
= haze 
€ la 
| dt 
3 Sn || SER (ht, 9) - 3 

(239) y a Js (£5 

| 1—x 

€ 1+% 
Son = — — | d3 | o(ht, 9) (W — v) HE mde 
(1— 312-0 2) 
EE ibm 
lo'? — 92 + (y! — y). 
35. oint de rebroussement. Soit lim W — osons 
S 35. Point de rel Soit lim v" IB 
h=0 = 
(240) y=- —y, y SE > -. lim y — o pour J=o, et lim W'=o. 
2 h=0 h=0 


Dans ce cas les limites de /, et ¢, de ¢ deviennent infiniment petites; pourtant, 


dans la discussion de la quantité Q' 


qui se 


telle que 


| F(t 


Considérons l'intégrale 


rapporte à ces mêmes limites. 


)I<M pour o<t<1, 


il suffit de considérer la partie de l’intégrale 
En effet, 


sh? 


soit F(t) une fonction de f, 


M étant une constante finie. 
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La valeur absolue de la première intégrale du second membre est < as M, et celle 
» * 

Jp 


4" 





de la troisiéme intégrale < M , done etc. 


Soient y, et y, les valeurs de y qui correspondent aux valeurs 1 — x et r + x de q, 
et soit y la valeur minimum de y pour 4 <t<t,. Nous faisons la supposition 
que 
(241) lim 72 est finie, 
h-0 7? 
ce qui aura lieu par ex., si la section de la surface qui passe par la tangente a 
une courbure finie et déterminée au point P,. Nous disons que, si lim is — fr 
h=0 
13 
(242) lim 2 est finie, g" — V(g — 1} + y? sin? 9 + [y — y' + y'(r — cos 9)P. 


h=0 
ter. 





En effet, soit 


(243) a (a 


RQ 


2 =c?—2ccos3 +1 


t 15 = 
1 ut LEIS) Yar Bees ne © tuc ys 7 
me q" Ay A: y ' At + * y" 
" i 


À étant une valeur moyenne de À, done ete. 








Nous trouverons que les limites pour A —o des trois quantités Sur (232). 
Syn (233) et Szn (234) sont toutes finies. 


ES im Q', est toujours finie. 
— 


Si nous supposons lim 6 — ©, nous pourrons écrire 
h=0 


CEE 
(244) 7 


où nous supposerons que lim u est finie. Posons 
h=0 
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vi a or Qu. 
Sy UE S NE a Sn SLM Sn 


E ty 
S5 [4 9 fu (ht, 9) [y—7'— y' (x — eos 3)] 2 
Le LE 
| € ty 
Sa . dt 
(245) DS [sin Idd fr. (ht, 9) y Pick u,(ht,9) — u(ht,9)— u(ht, 270 — 9) 
| | D 5 
| € ty : 
A dt 
SE — [a 9 fmt J) (q m I) qi 
= th 
E 


Gams &—(1—x)5n, t= (1+4)”; 
| ) 
done nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 

Théoreme. Si les branches de la section de la surface par la tangente au 
point P, ont des courbures finies et déterminées (cfr. (241)), et si P,PP, wa 


pas de contact avec la surface dun ordre plus élevé que celui qua la tangente aw 
: NE ; 00V, ae on, OG - 
point P,, enfin si en ce méme point E existe, donc lim aE: est finie: 
$ h=0 
1° si la fonction o est toujours finie; 


2° si, la fonction u (244) étant toujours finie, la quantité 


MI ce onde 
(246) Slim S;, est finie. 
h=0 


Remarque. Si y — o il faut écrire 
(247) g'=V(g— 1} + yi. 


ee a 7-10 9 A. yam me 
Cas particulier. Si lim _ a est finie et ~1, done la quantité S; est finie 
pmo 777 


pour 4x 0. 


aye - ot eee, bee NZ Oe ] 
§ 36. Æristence et continuité de la dérivée js et de lim FE en un point 
h=0 


> 


es PEAU : ds 
quelconque. L’existence de la dérivée ae en un point situé dans la surface ou 
E 


celle de la limite de la dérivée extérieure dépend essentiellement de l'existence de la 


quantité W,—lim W,„ (222). Cette quantité W;; peut s’écrire pour le point 
h=0 


P(r=k>o, w—0) 
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(a) - (a) 
> 1 
Ü . do 
W' sh =| Cd OF (oo = 
: Us : © 
(A) (h) 
r 2 rr ku k 2 
HE TERRE NN 
(248) cos YW) cos YW cos Ww cos U/ 
| PA cost 
4 = cos W cos cos 9 + sin W sin VW 
| v—cos(ds, PQ) —Avz + uv,+ vv; 


r COS 9 — k r sin 4 r te w — k tg y' 
- >v m =—_ 2" __ 
R v R * R 











Ur = 


L'intégration peut être prise sur la portion considérée de la surface, excepté la 
partie du voisinage de P pour laquelle 
r cos W 
I—4< = Us CES 
ECOSSE 
o<z<z1 (cfr. $ 30 Rem. Il). En posant comme dans le § 26 


Waal + u + Lt U HL, 





nous pourrons traiter lintégrale 7, d’une manière analogue à celle du $ıı. En 
effet, soient P' et Q' les projections de P et de Q sur le plan des wy, 


" R=PQ>P'Q'—=Vr—2rkcos 39 + k— R' 


do do 
BR: = = Ree 


dw étant l'élément de surface du plan des xy. La partie de cette dernière inté- 


grale qui correspond à l'intégrale 7; peut s'écrire | x 
kth R=R kth R=k+r 
a d : Tad fi 
rdr IE +2 | rdr Re R étant une constante finie > o, 
Een ne k—h RR 


et en prenant R' comme variable indépendante au lieu de 9 nous trouverons que 
la première intégrale a une valeur limite finie pour lim A — o, tandis que la limite 
pour h—o de la seconde intégrale est =o. Supposons que 6 soit continue, et 
soit o; la valeur de o au point P. Posons 
27 k 
1, =I, + 1%, 


où I” et I’ sont les valeurs que prend J, lorsqu'on y substitue à c les quantités 


6 — 07 et o, resp. En prenant la constante À suffisamment petite, nous trouve- 


rons que lim J’ est < une quantité donnée quelque petite qu'elle soit, 
h=0 
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(249) ^ dim J, — lim I#, 


a=0 a=0 


I* étant ce que deviendra /, lorsqu'on y substitue à s la constante o;. Les in- 


tégrales /, et J, sont finies, et il nous reste à considérer les intégrales J, et J,. 
On peut écrire 


( JS ss e males dE mes 
27 s;=1-24 
ap — [49 fous 9) cos U (s} cos W cos We 


t 


0 sj—1—xz 


ds 
s, cos? y/) — 
D, 





27 S=1—04 
i ds 
Je - [sin 9 d [^ (ks, 9) c cos? Ws? 
1 
(or REN. 


27 s,—1—24 


jr [ao fo (ks, 9) cos V (s; cos W sin W — s, sin V eos y) * 


a 1 


p, =Vsi—28,u+1, 


et on aura une expression analogue pour /, Si nous employons les méthodes 
du $ 33, nous trouverons, en posant 


si sa —1—0 
5 ds 
di | e (ks, 9) (s, — 1) di | o(ks, 9) ( 8,)=5 
Er SIE DE s —1—x 2: 
el 8,—1- & sí—1— 
|. fas | o (ks, nu n ae je 9 [od o (ks, 9) (y — y) as 
(251) « 5 : pi 
| —6 s=1+0 x 
| £ s=1t% € s;s=1-4 
J,— | ods LE (ks, Dus: + | Idd fous, de 
« J Pa : pi 
0 ss —=1+0 0 5—1—z 





| p, = V(s, — 1? + 93eos? U' + (VW — WE, o,(r, 9) — o(r, 9) — o(r,2z— 8), 


que nous pouvons énoncer le théoróme suivant: 
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sale x pu MES 2 30.39); zen 
Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée — et 











08 
. Vu | : 
lm ERS lorsque la courbe P,P P, ne touche pas la surface — existent au point 
P(x=k>o, y=o), est que la quantité (251) 
J,= lim J,; est finie ou 
h=0 
Ten = Alan z- ud yr = »J zn 
(252) Jon — cos? U/ J, + sin U' cos? U/ J, 
J yy = cos WI, 
Jan — sin W cos? U/ J, — cos? U/ J,. 
- wy. Dots 0 MO * 
Corollaire. Continuité de i et de lim En: La quantite 
ds n=0 Os 
Z — lim |, + I,— War) + (L + L — Ja) + 1] 
a=0 
est de la forme 
@ 
27 k 3 
Er dla: VG 
K+ 49 |sP's , lim P finie, 
t= 
| joe 
où K est continue par rapport à k, .. Z est continue. Dou le théorème: 
RN ae. À d : : OV : OV, 
Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que ds et lim Diis 
h=0 
si la courbe P, PP, ne touche pas la surface — soient continues au point P pour un 


déplacement suivant la surface dans le plan des xz (r=k>o, 9—o), est que la 
quantité J, est continue par rapport à k. 


a0. E ue : 
Si . existe à l'origine, et si. 


(253) lim Se CAD 


= à 7 j 
où Je est la valeur de J, pour k =o, donc aM et lim Dee la courbe P,PP, ne 


ds h=0 E S 
touchant pas la surface — sont continues à l'origine pour un déplacement suivant 
la surface dans le plan des vz. 


$ 37. Changement de la valeur de la dérivée en traversant la surface. Les 
raisonnements du $ 28 s'appliquent au cas d'une surface courbe, et les résultats 
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deviennent identiques dans le cas: oü v, — o (point régulier) si-l'on observe que 
l'angle Ww du chap. II correspond à l'angle v" du chapitre présent. Dans le cas 
général, l'angle Ww (r, 9) se change en —vw (7, 9), lorsqu'on change la direction 
positive de l'axe des z. 


Si pour la dérivée du potentiel au point P, la direction de ds change en la 
direction opposée, nous trouverons que u— cos (P,Q, ds) change en —u, .. u, 
change en — u, et W, en — W, (208), 


2x 


dV fl 
(254) E: oa 5 AY [sta u, log E cost yy dg 


0 








MÀ 


Uy) = cos W cos W, cos 9 + sin U" sin V/,. 


Au contraire, si le point P se trouve à l'extérieur de la surface et qu'il 
traverse la surface au point P, suivant une droite, c.-à-d. si la direction de la 
droite P,P change en la direction opposée, 9', — cos (P,Q, ds) ne change pas, 

. Ws ne change pas (222), mais u — cos (P,Q, P,P) change de signe, .". u, change 
en —u,: de méme j', — cos(P,P,ds) change en — ß',. Par suite nous trouve- 
rons (222) 








= a M 
tim (7) lenem seq eme | eost uda 


+ h=0 


. [0V;, 
(255) lim | ds 


h=0 





Cette formule peut être écrite sous la forme suivante plus développée 


OVn 0Vy OV; 














ds =u da 5*9 dy "Oz 
27 
CU, IV | 2 (cos V — u, cos Ww, cos 9) —A 
l I | ‘| = x 9): i: M e SO stt) 0 
| lim du). Ge ea ; o | En “+ eos V, cos 9 log =“ ee, 
0 
cos*v,d 9 
(256) Wo 
pe 
OVy roy. | saan, — Uy a a: 
(Fo due ‚lim‘ 75 "e =| (9) ts log E cos? V, sin 9d 9 





n=0 V h'=0 I— u, j 


OV OV, i 2 si jJ si J 
lim ( MANT ad - — Jac ft 2 nsi erem logs U = cos? V, d 9. 
0 
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Remarque I. Le changement de la dérivée, lorsque le point P traverse la 
surface, est toujours fini, méme dans Je cas où la quantité W', est infinie, c.-à-d. 
où les limites de la dérivée n'existent pas, pourvu qu'on definisse le premier membre 
de l'égalité (255) par le second membre de l'égalité (202). Le second membre de 
l'égalité (255) restera le même, si on fait h’—h. En outre il faut ajouter le 
terme (efr. 222, 221) 


9x 
> 


2 stale: 
e Jo, 2^. cos Wid 9, c=lim A 
1 
0 
Dans le cas où le point P se trouve dans la surface et qu'on change la direction 
de ds, on obtiendra un résultat analogue. 


Remarque II. Si la surface admet au point P, un plan tangent bien déter- 
mine, U, est =o, et on retrouvera les formules (199) pour le cas d'une couche 
plane. 


Cas particulier: Point conique. Supposons que l'angle U, est constant > o, 


et que la fonction o est continue au point P,. Nous trouverons (208) 


Q,— — 270, cos? U^, [eim U/ — sin V) + 2sin V" sin Ww, + 





2 ; sin V/ — sin W,) + 1 — sin U/ sin VW 
+ sin U" sin U, log i —À. Po) = ? eos U^, | . 
= 2 


Nous définissons 


OV dV Home| pagan Te ; 
— lim [; (UN) + (Pa — V). 


USE OS e 


les potentiels V;, et V,— étant rapportés aux points P et P'. situés sur la 
méme droite P', P,P'. à la méme distance A du point P,. Done nous aurons 


CES ray eur 


- —— — — 2310, SIn W cos? U^, 4 2 + sin V^, log 
0 3. ds 0 / u U 0 e 


| 


= — 2770, sin U^, cos? U^, | 2 + sin W'log 


r— sin v, | 
1 + siny, |? 





si U' » V, mais 


I— sin U/ | 
1 + sin y/ | 


D 


- d I 
(SI OMS ae 


De plus nous trouverons (222) pour w' =o, c.-à-d. en prenant l'axe des y per- 
pendiculaire à la droite P,PP,, 


Q'.— AN. + uQ'; + VQ. 


; I— sin 
r L 9 I 
m uU ef. m—— r Ww uU 
OF 2700, Sin U^, COS“ U^, Sati pour UV > W,, et 
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: ibi sin / 
= — 270, Sin U/, cos? U^, - y pour uU" < u^ 
cos a | 
Q', ED 
í : 3 t+sin U")(r —sin W,) eos U' 1 
Q', = — 2700, cos? YW, | Id 2sinU^,- sin Vlog - / eu pour U/ > u^, 
et 


; : I— sin!) (1 4- sin U/,) cos / 
— — 271 0, COS? U^, | — I --28in U^, -- sin U/, log! ri nico: ^ pour U/ < u^. 





2 


D'où l'on tire 


3 OV OV - sin U 3 
Er 7 " -- (Sal |- 47t 0, Sin U^, cos? W, pour W > v, mais 
h=0 u L "Or 


= — 4770, Sin U/, cos? V, te U/ pour o<W<w, 








3 oV ( 
lim | A à | |= 
(256 *) n=0L\ dy | + I 
250 « 
- OV; (Fe | —sin,| 
un | | Ce cos? i, 42 + sin, log - our W > w is 
ere EO 70 0, COS? Po? + sinu, Sen pour W > /, mais 
— sin u/ 
— — 270, Sin U^, cos? VW, log g = Ws pour 
S 1! 
| o U' « wy 


CHAPITRE IV. 


Les dérivées seeondes du potentiel d'une simple couche. Surface plane. 


8 38. Les dérivées suivant la surface em un point de la couche. Considérons 
une partie eirenlaire de la couche, supposée plane, dont le centre se trouve au 
point P, et dont le rayon est a. Prenons le point P, pour origine d'un systéme 
d'axes de coordonnées, dont l'axe des z est dirigé suivant la normale du plan 
au point P,. Soit P un point situé sur l'axe des x à la distance k de l'origine. 

2 SDA 02V oy 


x AS ASA 8b ;., ou l'élément ds 
üx*" dxdy’? dxds 0x dz? 


Nous traiterons séparément les cas 


est pris dans une direction quelconque. 
02V mua dd : A le 
I. bc La dérivée ja: 8" point P, peut étre définie par la formule 
x rf 


PV lim 2 dV (; ") 
— — lim = ; 
dx? k-ok|0x dx}, 
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7 1 : roli . 
ou = se rapporte au point P et P4 au point P,. Nous avons trouvé (128), 
0 


en posant w =o, 


() 
(=) F= 12 ir M; 
0 
27 a 
Tr = lim [os 9d 9 L (r. sy 
(128 *) 9 h 


27 


[no]: + cos 9 + cos 9 log ds, ou 
0 


I— cos "| 
2 
Gees o(r, 9). 


Si la quantité T, est finie, on aura 


27 


(130%) Josta)e0s Idd=o. 
0 
ONE : cu. 
Pour la dérivée Iq 9" point P nous pourrons écrire (128, 139, 176, 177) 
Dr RE Là 
0% 
U, — I, I, + lim (J, + /,)+ lim J, 
(rit) p OM 
2z 1—2 Y 
Jf. -jusjost; 
0 0 
27 : 
Jr. =| a9 foods 
or ler 
2 d 
The = [ito focds 
UI 
2 EZ 
n, - [a ords 
(257) | 0 1-4 
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(257) : 
Ie e 5 a? = s?— 28c08 J, 4- I, 


x 
1—a Ui 


S 
o (ks, ipei 





p—Vst—2su-4zx 
u — cos 9 


on 


s = - 1— cos |... 
Mm JE + cos J + eos 9 log - Ja 
Ur 








n 2 


0 


6x (9) = lim o(R, 9) 
R=0 


oU ( R, 3) — o (r, 9) 
R= Ni a 


= Bl 
ou 9 est l’angle que fait la direction PQ avec l’axe des x. La derivee js 


finie, si la quantité 


g—0 
el Zz 
(180*) à ^ nM 


E cu dE 9) — 0 (E kr) 


[^U Heo est finie, où 


cdi 
92 2] 8/2" 


Nous faisons pour la fonction o (r, 4) l'hypothèse suivante: 
| o(r, 9) =0,(9) + ro(r, 9), 
(258) lim o (7, 9) = une quantité finie 0,(9). 
r=0 
Nous pourrons écrire 
V=V°+V; 
ou V? se rapporte à o, et V à ro. 
En ayant égard à l'égalité (130*) nous trouverons 


27 a 
^ a 


T, = | cos Id »[ t. 3)dr. 


x 
0 0 


est 
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bo 
me 
c 


Posons 


sds I— 282, 
D.— fan 1) D ulog(p+s— u) + p — 








2 s?d: ^ — 2 - 2 

fer Ds Up + (Gu—1log(p+s—u) F sme au au 
: p 

Soient p. et p, ce que deviendra p, lorsqu'on y substitue à s successivement 

I—« et r--«. Nous trouverons (cfr. équ. 73, 74) 


2x 


o 


: I I 
lim «| = += )d9=0 
a=0 J \P— P+ 

0 

: I 

lim —— à d:9.— 0 
ATEN 

Zr 

A _ + r1—a—cos’ 
Jim flog Depas e ul d3-—o. 
EE musti 10: COS 


Soit F une fonction toujours numériquement plus petite qu'une quantité finie, 
done 


Dre EE: 


lim | PF) red =o 


ay FRE 
Nous chercherons les valeurs de dai et de ia séparément. 


0? po 
0x? ^ 


(180*) H, — o, et nous aurons aussi 7', — o, 


Premier cas. La fonction o,(9) étant indépendante de r, nous aurons 


De plus nous aurons 
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(t a 
27 1—4 k 27 k 
ea Jo cn (Ir. « | l'a] d 9 + lim 1,— |o,(s) | redo + lim I, = 
2=0e | a=0 t / 4=0 
0 14+4 0 0 


2 + 


= fout} T) (log 7? — 2) — [x + «log (1 — u)] + Fr — 30’) + kb} aos Tiny 
‘0 


g-—0 


lim 5 finie, 





k=0 
k « Dan : 
+ Ua Me +, | o (9) — 30) dd + le | o Go) bd o + lim 7,, 
: 2 4=0 
eye _ [09° _ (v0 RU : LSU URN. 
yop mE. Ta Fel = a 090 Ge — 149 + lim IM? E TEE 


0 


Si nous supposons que la fonction o,(9) a une valeur limite unique pour o € 9 € zr, 
et que cela aura lieu aussi pour # € 9 < 27, mais que les deux valeurs limites 
des deux cótés de l'axe des x peuvent étre différentes, done l'égalité (177) aura 


lieu. De plus, 04(9) (257) étant, dans ce cas, une constante de chaque côté de 


pU: 
laxe des x, on trouvera MY =o, 


27 
a 


: 02 yo I > S : 
(259) Ug =; Ja Ge — y)d3. 
0 


ae eV - ; 
Deuxieme cas: JE La fonction o, étant — o, nous aurons A, —0 


e 


oz ees Te 


Supposons qu'au point P la fonction o(7, 4) soit continue et qu'elle y ait une 
valeur limite unique pour o € 9<a et pour #<#<2~ resp., lorsque R tend 


vers Zéro, 


. - k 
^. lim Z, — o, MF =o. 
a=0 


De plus nous trouverons 


Us — k[T, +I, + lim (7, + J,)], 


4=0 
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où /,, J, ete. sont ce que deviendront les intégrales 7,, /,, ete., lorsqu'on y rem- 
sds sds 
place o(ks, 9) par o(ks,9) et - par —, 
p p 
Soit Hex ce que deviendra Hix, lorsqu'on y remplace 6 par 6. Done nous 


trouverons 
Hza = kA xa + k Van 5 
lim 12. finie et lim (lim y») finie. 
g—0 k=0 «—0 


D'oü il suit que si la quantité A, est finie, la quantité 


H,—lim Hz 


24=0 


est aussi finie et réciproquement. Nous avons trouvé (§ 27) que si lim AZ, — o, 
k=0 


T 


la dérivée jy est continue à l'origine, si elle y est finie. Supposons maintenant 


(260) Ire Hor 


k=0 


Comme dans le § 27 nous trouverons 


b 


lim [lim (J, + 7,)] — lim (4; + [%), 
k=0 0=0 a—0 
où 1° et /; sont ce que deviendront J, et /,, lorsqu'on y remplace o par o,. 


Nous pourrons done écrire, en posant lim 7, —7,,. 
L—0 


pee lime—O, où 


lz =: = |=" NC AE 


klóx da! 2 E) k k=0 
27 1% 
I = Io )|T;(s.u)d9 
0 0 
27 Ute) 
I, — |o,09) |Pe(s,u)d 9 
0 1-2 
% ee 


r= Je cn | Pa(s,u)d 9 
‘0 
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“a 
9c E 
€ >= « „ds 
I,— |d.9| o (ks, 9) (su — 1x) s? p 
0 15 x 
Or, on a 
s? 3 I N: m0 
DE EU Tr) EE 2, lim P finie; 
D = S GE $23 
par suite nous écrivons 
IR Si 4 I" 
dt 
27 k 
SU — s? u?— I 
r — jas | otis, | — u Je ds 
d o É AUD S 
DEEE: 
a 
2x À 


fj] j € = 5 € 4 gn suum 
Il = [a2 otis fu + = Je. 


Py, r 


0 apr 


et nous trouverons 


Qn oo 
2 a 
lim N = Jota) | Es) — su — (3u? —1)logs]d9 
c=() v 
0 1+~% 
27 a 27 1+7 
[i= E Tr + Ju — ray fol, D —[nas los, 9)ds. 
€ 142)% 0 0 


0 
En passant à la limite nous aurons 


02V = : 
| EX Woe E Sor 


792 
: k 
Wor — lim WP 
k=0 
27 a 
T 


2 — 1)d9fo(r, De 


(261) 
le 


| Sor = —[6,09) [sw zb Syr ot 3e (eoi 1)log * = 
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Dans le cas général, nous supposerons que la fonction o est de la forme (258), 


et nous pourrons énoncer le théorème suivant: 
Théorème. Si la fonction o(r, 9) est de la forme 


o(r, 9) — 6,(9) +ro(r, 9), lim o(r,.9) finie, 


r=0 


et si à chaque point de l'axe des x dans le voisinage du point P, les fonctions 


0,(9) et o(r, 9) représentent chacune une valeur limite unique de chaque côté de cet axe, 
ces 


( . + 
la valeur de j,; 4" point P, est donnée par la formule 
dx? 


72V 32 Vo 92V 

(262) GV V Feel. 
Ox? dx? 0x2? 

: US CET ; DN 

où les valeurs de ae À das sont données par les égalités (259) et (261), pourvu 

que l'égalité (260) soit satisfaite. Si la quantité T; (128*) existe, il faut donc et il. 


: : uar URL E 2 
suffit pour l'existence de la dérivée —~ que la quantité W,, (261) existe. 
1 7 q 


Remarque. La quantité Wi) peut s'écrire 


a) jl 
2 ge} 
(263) Wt? — | (e — o,) ale: 


Gos 


Cas particuliers. 1°. Si 0,(9) — une constante o, pour o € 9 € ;r, et 


= » » 0» » JESS S 216, 
nous trouverons que l’egalite (130*) est satisfaite et que ~ 
0? yo U 
(264) —, = — — (6, + 6;). 
da? A pelos) 


2°. Si o,(9) est — une constante, l'équation 
| 0,(9) (3c08? 9 —1)dI — o 
0 
n'est pas satisfaite, par suite la quantité W,, ne peut pas être finie et déterminée 
39. Soit 
(266) 6, (3) — a! cos 9 + b sin 9, 
où a! et b/ sont des constantes. Dans ce cas, l'équation (265) est satisfaite, et 


nous trouverons 
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(267) 
€ oF 
^ dx 
eA 
ou 
dy 


7t 
en posant «v — 


eV 
dx dy 
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Seo ='0: 


-— au point P, peut être définie par la formule 
y 


— Jim es "4 ] 
ER Ley \dy fol? 


r 


; Oy : 
rapporte au point P et el au point P,. Nous trouverons (128). 


H 


dV 
(ay), UA 
27 « 
" ; IUe. av dr 
T,-— lim [sin 9d3]o (r, 9) = 
h-0, E 
0 h 
; - : I—sin J] ,, 
M,=— POLE + sin? + sin 9 log — d3. 
u P z 


= 


mA. Al ; 
Pour la dérivée —— au point P. 


0y 


plaçant o, par o,, où (175) 


(187*) 


nous retrouverons les formules (257) en y rem- 


est finie, si la quantité 


( Hy — lim Hy, est finie, où 


| 


g-—0 


E 7 
, 


AE J oa 9 [To Ge Ev, 9) + 0,(k—kr, 9)] 


0 0. 


pare 
(2 + 92): 





0,(r, 9) = o(7, 9) — o(r, 277 — 9). 


Nous faisons sur la fonction o(r,9) les mêmes hypothèses (258) que dans le cas 


02V “eV 


précédent, et nous chercherons les valeurs de ~—- 


Gin Cle == — . 
dx dy Judy 
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1 0? y > 
Premier cas: . Posons 
dx dy 
0» (9) = 6, (9) — a, (— 3). 
Nous trouverons (187) 
f^ 7 a d 
lal 55 mE [o. (0) 5 <= = a = 
; ie à V x? + 92 Va? + 9 | 9 
0 
9 = 
d z (t d 1 F / di 
Ellos tS) eas | e 0e —1| — 
ILES V 72409 Veer yl) 9 ^ Kegs 9 
0 A 
à (t ; ahs 
2 | 0» (9) — di + 25.9) : 
R Vee + 9 J 


où o', est une valeur moyenne de o,; elle est toujours finie, En posant 9 =a, 
nous trouverons que la limite pour « — o de la troisième intégrale est 


3 Vz3 E 8i ER: i) 
'. Hy =20,(0) log Ü + V2) — 20', log s I + 2lim AU : 
" 


Done la condition, pour que la quantité A, soit finie, est 


(208) que lim | s. Ÿ — une quantité finie. 
4-0, y) 
[^ 


La fonction 6,(9) étant indépendante de 7, on aura 
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(194*) lim H, = H,. 


k=0 
Pour que la quantité 7', soit finie, il faut que 


27 
^ 


(130**) Jost}sin va 9—0, ©. Ty — o. 


t 
0 


De plus, nous trouverons lim 7, — o. Soit 


4—0 
"s? ds (24?—1)s— u 
D = met — x > 7f 2 
Yu | p? log (p 2m 8 wu) AR (1 - 2j u?) p 
I 
sn) r E | : + I |: ee Mimi our 4 
.S8 D [E eee x I Ton =Vn Ta à Sue 
4 Sims Vi NE? cii UE QE d 
12-5 


On peut remplacer p. et p, par a? + 9°, et on trouvera, en posant 9 —«q, 





€ 7 1 
ie ad auo n 1 dq 
Kr — = | o: a oe fo. — © = E 
: 9 Vo3 rg? Va V1 + q? (^ 
0 0 0 
E 
7 7 
s dq 3 19 eS ae 7s 
JE | y — 0 = | «00^. -E:05 (0) log 2+ ¢', lim £'— 9. 
gpVl+g . 9 k 1=0 
1 0 
De plus, on aura 
hk 
Ir per ne a Mt - ENSE 9+ ky, lim) = 
I Sk 8 2 een ME ss 
0 
() o. 2 
M, =20,(0) log 2 
Po Ga Re oe S 
A oy | ay | =; Q— 5 | a, (9) sin 9 cos 9d 9 + i, 
0 
a : I— sin 9 À a sin 9d 9 
26¢ 0,(9)| x + sin ÿ log d3 + lim | o,(9)————. 
(269) Q | D | ? ? 1 — cos 4 aa Ga( JE cos ı) 


n u 
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0o? yV 


dad y 
dition est satisfaite, on trouvera 


Pour que la dérivée existe, il faut done que l'on ait Q — o. Si cette con- 


(270) Ze = > L (9)sin 9 cos 9d 9 
Dus dx dy DN AR Y Am] à 
0 
ER PV : AN oh 
Deuxieme cas: PE La fonction 6,(%) étant =o, nous trouverons 
2x (t 
OV Fa — 
| | = | sin Ud af st. 3)dT. 
Jy! AE 


D 
0 0 


Soit H,, ce que deviendra Z,,, lorsqu'on y remplace e par c. Done nous 
trouverons 


Hy, — EH yu + kiya, Um ya finie pour £ 70, et =o pour k=o. 
g=0 


Supposons que 


lim H,,— H, soit finie et 


4=0 
271) : 
á (un 


où H; est la valeur de H, pour k=0. Comme dans le premier cas nous trou- 


verons que la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité H,, soit 
finie, est: 

ze di 

lim |:09) : 

(272) que a=0, 9 


"u 


0,(9) = 0,(9) — 9, (2zt — 9). 


— une quantite finie, oü 





Posons 


- cl ds , (ui — 3) su Er zu; 
fey -J^5 — p + 3ulog(p 4- s— u) + — PREISE 


Si les égalités (271) et (272) sont satisfaites, nous trouverons comme dans le 
premier cas 
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- ke k Ie - 
10V | | | | I F , — sin 9d 9 I 
— — | 6, (+ C,—/s— ulog s — ———] | sin 949 + lim |o; (9) — — — 
kody , xs i | E EN | x ; liée (9) I—wU » k Tuer 
0 0 0 1 [74 
(t 
dr 


k=0 « 


+ lim 3 | sin J cos 9d 9 lou, 9) 
0 k 


D'où lon tire 


oy 


ürüy Woy + Say 


5 VE 
Wy, = lim W a 
k=0 


a 


r 





I COSTA 
Su POI 3 25,008 D so | sin 9d 9. 


Dans le cas général, nous supposerons que la fonction o est de la forme (258), 
et nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Si la fonction co(r,9) est de la forme 


o (r, 9) = 6,(9) + ro(r, 9), lim c(r, 9) finie, 


r=0 


et si à chaque point de laxe des x dans le voisinage du point P, les fonctions 
Î 0 


o,(9) et o(r, 9) ont chacune une valeur limite unique de chaque cote de cet axe, la 
02V : 2 

valeur de - au point P est donnée par la formule 
0x dy 

02V ey oy 

(274) üxdy dxdy day’ 


; o? ye 0? 
où les valeurs de ——— et =—— 
dx 0y Ox dy 


que les conditions (130**); (208), (260), (271) et (272) soient satisfaites. Pour lexi- 


sont données par les egalites (270) et (273), pourvu 


72 


37 au point P,, il faut donc de plus et il suffit que la quan- 





^ . ^ € 
stence de la dérivée 3 


tité Wy, existe, 
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Remarque I. La quantité We peut s’écrire 


2 DE 
275 Wo — [(«— e). de 
(275) ay | (6 — 0,) Ax 75 
(i) 


Remarque II. La dérivée n'est pas en général égale à la dérivée 


( 
dy a 


— ——, ear la quantité correspondante S,,, n'est pas nécessairement égale à S,,. En 
effet, S,, est ce que deviendra —S,, en y substituant à la fonction 6,(%) la 


m 5 = ZU 
fonction © = Eis 9). 

Cas particuliers. 1°. Si 0,(9) est une constante, les égalités (130**) et (260) 
sont satisfaites, et nous trouverons 


Say 0% 
2°. Si o,(%) est une constante, nous trouverons 
Ser ——s 0/2 
3°. Soit 
(266) 0, (9) =a' cos 9 + b'sin 9, o(r, 9) =6,(9) + o, (r, 9), lim o,(r, 9) — o, 
r=) 
27 Aa 
T5 : 7 dr 
W;)=3| sin 9 cos 9d9 | 6, (r, 9) — 
! 3 z 
0 k 
Stan XQE 3 


pourvu que les conditions (271) soient satisfaites. 


3° 


— — . Soient 4', u, »! les cosinus directeurs de l'élément ds émanant du 
Jdxds Le 


point P, qui est situé sur l'axe des x à la distance k de l’origine P,. Soient de 
plus vw l'angle que fait cet élément avec le plan des vy. et w' l'angle que fait sa 


projection dans ce plan avee l'axe des x. Nous trouverons (cfr. équ. 131, 173). 


4! — eos U' cosw, u = eos U' sinc, v' = sin W 


ud 9 | or, 9)dr — AT, +uT, 
ol 


0 0 


——— 
3 
— NJ 
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| w= Ju [rw yw tog "Vay 


u — À! cos 9 + u' sin 9 — cos U" cos (9 — w') 


fo \uid3 =o. 
T 
: av = U, + M' 
ds 


(Uf e pese sr (Db; 
| M';=— a[o(k,0)4 +0(k,o)_]sin U" + 2[o(k,0)+ — 6 (k,o)_]sin w tg [cot w'sinw'], 


27 2% 
| ey e E ENS ; 
E ‘Ox ds — Was + Sar aes jo, 69 (360° 9 — I) ag —3 ) sin 9 cos 9d 9 - 
0 
En — zx lim [o(k,0)+ + o(k, 0)_]sin W 
J k=0 
m W,,— lim W® 
k=0 


i) _ angit Eu 
Woe VW + Way 
SE =A Ser + ‘ 
Les conditions qui doivent être satisfaites sont 
o(r, 9) =0,(9) + ro(r, 9) 


6, (9) = lim o(r, 9) = une quantité finie 
r=0 


lim c(r, 9) — une valeur unique de chaque côté de l'axe des x. 
d=0 


E 





: 2 d ridic. 2 
lim LA — une quantité finie, 6,(9) — o,(9) — o, (2: — 9) 
4-0 \ 

" 


H,= lim Hy, — une quantité finie. où 


lim H, = Hj; , ou 


k=0 


a2=0 
A, eee uH; 
Hi est la valeur de H, pour k—o 


[6,09 Wn) 0%: 
0 
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De plus il faut que l'on ait 








27% 
2 [ssh flog? 2) cos I — cos 9 log (1 — cos 9) — [ay + 
: à 
27 x 
4 vinos = 2 — log (1 — cos | sin 9d 9 + lim u le NU _ 
à GE ET COS 
0 - a. 


27 


era 
— 2 0, (o)log 2 DOVE + ul + vlog 7 as + lim M° — 





0 


*. en observant que (211) 


i8, (k, 0) =o et que o,(9 im. o (15-9); 





2% E 
J^ E + u log es + lim fe (je dd — ir (04 + 0_) sin uU" 
(279) cos at I — cos 9 
0 " 


a (9) pour 9.5 o; o-—limo,(9) pour 9<21. 
=) 9—2z 


Cas particulier. Si 0,(9) est une constante, nous trouverons 








0? yo Tt À 0, 
dx ds a 
oy oy : 
e ——, P érivée — —— 3 SIS ‘ssi 
4° 750 our la dérivée Fede? NOUS trouverons l’expression 
V 27 
0? : — — 
(280) — lim [0,(9)d 9, 
da dz dz Ben 


0 
où 6;(9) — lim o;(R,9), 6x(R, 9) étant —6(r, 9). La seule condition à satisfaire est 
^ R=0 


27 


(279*) Joco = (04 +0_). 


0 


§ 39. La dérivée extérieure en un point de la couche. Soit maintenant le 
point P situé au-dessus du plan, et soient Au» les cosinus directeurs de l'élément 
ds. Si la fonction o est de la forme (258), nous trouverons pour le point P, (131) 
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IV 
| EA —T + Mt 
gp = ef r,9)dr 
(131*) | f I—u 
= | an —— [sc»|: +u+u log — je: 
0 


u — eos (P,Q, ds) — À eos 9 + wsin 9 
22 
l'intégrale | 0,(9)ud9 étant supposée — o. 
| 0 


-Si Z'ulr! sont les cosinus directeurs de la droite P, P — ^h, les égalités (138) 








donnent 
0 Vin T T 
| 7. = U,„+ Ni 
an I 
Ur, — fresfre r, 9) aes o (ht, 9)dt 
N,-— Nj AN, 
a a 
h 27 1 27 h 
^ "edt f d 
(138*); N of (9) ao | "E Ju o (9) D a 4 [e 60d | (oa) 4t 


0 1 


a a 
27 A 27 h 


+ X» ‘ at a t 
Ny= — «fo 9 [ot (At, De jefe (At, 9) aE Jon (ht, sl a 


0 0 
C= eos (P,P, ds) — AX + uu + vv! 
g= Vrais 
(FE cos (P,Q, P, P) = cos 9 + u! sin 9. 


En effectuant les integrations, nous trouverons 


a : 7° u—c I—u h : 2 Te 
N? = M'+ EX 9) F — +1—u+u log —— ‚ja + Jos ce — 3 uu! )d 9 + h?ry, lim v; finie, 
1 I-—1 I — 4 a eos 
ü us) 
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27 a 2T. 


Wa [uv — tofu, de NET 2[—-2:€-29- 
0 


h 0 





i I—w ONE 
— 5 uu' — (3 ww — c) log = | dd + hip, lim nn finie. 


h=0 


D'où le résultat 


0? V Tr u 
"PEE = Wes ar Sys 
W.=lm Wo» 
h=0 
27 e 
A dr 
We = hs uu ao [or 09) — z 
(281) 0 2 


See fees ww — c)dI + 
27 i 





d 22 — Fy}! 
+ fat — + 2¢— 3u—5 uw —(3 wu! olog "las, 


I 2 
| j 


pourvu que la fonction 6,(9) satisfasse aux égalités 


(282) 








pol it tu log - — ee. 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 
Théorème. Si la fonction o est de la forme 
6 — o,(3) + ro(r, 9), lim o(r, 4) finie, 
r=0 


: x "Rr ^ TRU DR 
il faut et il suffit pour lexistence de la dérivée m (v > 0) que les égalités (282) 


sownt satifaites et que la quantité Wy, existe. La valeur de la dérivée est donnée par 
les égalités (281). 
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RE 
Cas particuliers. 1° Pour la derivee de’ la seconde des égalités (282) se 


réduit à la première. 
2° Si o, — une constante o, pour o X 9 € zr, et 
= » » ONE ESS Set; 


les conditions (282) sont satisfaites pour toutes les directions de ds et de ds’ qui 


sont contenues dans le plan des xz; si s, —,, les égalités (282) sont satisfaites 
pour toutes les directions de ds et de ds’. 


3° Si Wy, existe, done 


(283) oo u as =. 


0 
4° Des égalités (281), (282) et (283) on tire 


27 


2% a 27 


02V : : - ir sin uU d 
A — — sin W lim fa fo (r, 9 «J^ (9)d 9— 2 cos v | 6, (9) cos 9d 9, 
208 h= 


0 h 0 


28 ( 
(258) lae fout) cos 9d 9 — o et 
| 0 
[ot — sin Ÿ + cos W cos ÿ log (1 — cos U cos 3)]d 9 — o, 


t 


0 
en supposant que l'élément ds soit contenu dans le plan des xz et en posant 
A—cosWV, w—o, v—sın 


Des egalites (284) nous tirons d’une part 


27 
| y : 
220% 24% (9)cos9d9, si 


0 


(285) | fo (9) cos Id 9 — o et 
r 
J 








(9)[x + cos 9 log (1 — cos 3)]d 9 — o, 
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et d'autre part 


27 


a V € I - € € e € € 
(286) ox im fa oje Grammar + (1 — log 2) [as 


0 0 


sans condition particulière. 
5° En supposant que l'élément ds’ soit contenu dans le plan des vz et en 
posant 
I 


A — cos U', -u'—0, v'=sin W, 


nous trouverons 





[ 27 27 
oF V dr sin E. 
Mm sm fm Joost ans 
0 0 
SES -— I I— cos W cos J 
8 sin U [o,(9 - SEG mit 
(287) iod o(9)|2 Ti cos V cos 5 * 1°8 2 di, 
^ 0 
si 
27 27 
; dd 
sin W | o,(9 - 9 
8 / fot = = = EE cos a Oo ( )d. 9 


otc 


0 


MOS c 
Remarque. Si =~ existe, nous trouverons 





Os! 0z 
27 
OV = ds 
lim ~~ = — lim sin W | 0,(3) - L— — — 7x (04 + 0_ 
j—o 0s'0z y v post ^i — cos YW! cos 9 Cer UE 
j'— ¢'=0 3 1 
.0 


où 6+ et o. sont des valeurs moyennes de 0,(9) pour des valeurs infiniment 
petites positives, resp. négatives de 9. La condition à remplir se réduit à 


27 


friends tl (Ore | 0). 


0 


Si la fonction o(k, 9) est continue par rapport à k et à 9 pour de petites 
valeurs positives resp. negatives de 9, nous trouverons (cfr équ. 280) 
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02V 02V 
(288) (Fr =. 
gl=o Os'dz Oxdz 
G 0? Vj A Ne - A = 
§ 40. Lim asda, pour un point extérieur. Soient 4, u,», et 4,4, 7, les cosi- 
h=0 ”°17°2 


! 


nus directeurs de deux éléments ds, et ds, émanant du point P, et soient Z'u'r 
les cosinus directeurs de la droite P,P —h. Supposons »' ~ 0, et posons 














u, — cos (r, ds,) — À, cos 9 + u, sin 9 
U, = COS (r, ds,) — À, cos 9 + u, sin 9 
(289) | €, — cos (h, ds,) — 4,2. + uw + vv 
| €; = cos (h, ds,) = 2,4! + usu! + v, v 
| c= cos (ds,, ds,) — 1,2, + My Ms + uv, 
| »v, OR Be d 
1 0" qu du UE PN | a » v? , EL n 
"C ds, 08, “ ds, 08, duo ee [oc 9)(3 VV, — c)? RS 
DE 
R=PQ=Vr—arhw +h? 
(29D) | u' = cos (r, h) — 4 cos 9 + u! sin 9 
. reos 9 — Ah r sin 9 — wh yh wr—he 
D COS (AGS) Hn — duc ee ! R : 
u,r—he, 
| dv, = cos(R,ds,) = Mod = 
Posons de plus 
(291) P= lpi, JU. sq — Vtt? —2tu Ani 
et supposons 
(258) 6 —0,(9) + ro(r, 9), lim o(r, 9) finie (9), 
r=0 


gp. T OVE USES 


.. 2 T , 
0s, 08, 08,08, 08, 08, 








Vj et V; étant ce que deviendra V;, lorsqu'on y remplace o par 0,(9) et ro(r, 9) 


resp. Nous aurons 
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0* Vj tt 
ee if (9) fe Woe gu sie Uy + 6524) +30, 6; ves 











q^ 
27 
jj? 
|'« 2 Vi = (9) A, dà—"^ Co len u, — c)d.9 + hy, lim ij; finie, 
(s.s, — qm 
(292) 0 
ye ee; Ur TEC, 
(r—w')? en] 





RITU, Ah EAST D : 
Pour que.lim ——— soit finie, il faut donc que l'on ait 
n=o 08, 08; 


27 
(293) . [ena an - 0. 
0 
Nous aurons de méme 
LAC 2% = 
0? Vj (P ec 
WEE. > 73 »[ [ou Le — 3(e,w, + Cu) + 36,65 es dt, 


d'oü nous tirons 








[ 9*V, 
3 = Ga 
ds, 08, x + Ass, + hip, Im in finie, 
27 a (a) get 
XU) —|(zuu, —c)d9 | o(r Jan (oc), — do 
$182 3 12 , r 0 ds, 08, 
9 h (A). 
QUY ere NN 
0,(9) Add 
0 


ag a= e) — &) Sn —C— (CU, + Qu) 
(=)? jt mq 





I—u 
== Dr 2c— (3% 4, c)log —— - 
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Si l'égalité (293) est satisfaite, nous aurons done 


| 2z 27 
sh UEM: TOT 2 L. ^ 
| eae Tune | 6) (9)(3 u, u, — c)d 9 + Xs, + [ntm4a2, ou 
1—=0 1-02 
(295) | 0 0 
ar en Yih 
Km lim XQ, 


les quantités Xi) et A étant données par la formule (294). Nous pourrons done 
énoncer le théoréme suivant: 
Théorème. Si la fonction o est de la forme (258) , la condition nécessaire et 


; x. UB e e y. Sais 
suffisante pour que lim EE soit finie, est que l'égalité (293) est satisfaite, et que 
h=0 15495 


la quantité Xs, (294) a une valeur finie et déterminée. La valeur de cette limite 
est donnée par la formule (294). 

Cas particuliers, où l'égalité (293) est satisfaite. 

I? g,— une constante. En effet, dirigeons l'axe des x de manière que u'— 0, 


“AA, = (u uy —22,)u — (A us + A,u,)A sin 9 + (2 usus + 


I I— A? : , 7 Er À' sin 9 T ; 
+ Ou eie zs (b TO S As, md C Calta) oer cria qu! =}! cos « 5 
27 
faits 0. 
0 


2° 6,— une constante o, pour o € 9 € zt , et — une constante o, pour x <I<2 ar, 





uw =u,=u,—/,—0. En effet, nous trouverons 


w 
© 
a 
ce 
c 
S 
> 
S 
Es 
= 
a 
E 
E 
> 
on 
= 
tas) 
c 
8 
on 
D 
e 
= 
- 
= 
= 
| 
= 
© 
= 
| 
= 
o 





[maa =o. 


0 


Remarque I. Les cas 2° et 3° font voir que dans certains cas la dérivée 


seconde peut avoir une limite finie, même si le point P, se trouve sur une 
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ligne de discontinuite de la densité. Dans le cas 4°, la discontinuité de la densité 
au point P, peut être assez profonde. 
Remarque II. Dans le cas 4°, nous trouverons 


SE s T "— ly ı * 
lim ——- — lim una ln 6) (9) (3 w? — x)d 9 4- 

















0 h É 0 
27 
"y I 
E 4 4 I—u 
+ [sep 3u —8u? — (3a? log! "as 
0 
27 
02 4 — 5 
- —= (-— | — lo, (7) (3u?2—1)d9 
tae 0 { ; à 
0 
© : ner a Is e E ey 02V 
où le dernier terme est —o. si lim ——^ existe; = est la valeur de ——; au 
- NO, 08° ds? 0 ds? 

E = : , LE met andae 

point P,. Nous trouverons aussi que les conditions de l'existence de lim a 
h=0 $ 
02V x 
et de | - .] sont les mémes. 
CESR 


CHAPITRE V. — = 


Les dérivées secondes du potentiel d'une simple couche. Surface courbe. 


§ 41. Les dérivées secondes extérieures en un point de la couche. Soit P, 
un point de la couche, et supposons que la surface soit physiquement réguliére 
à ce point; soient Q un point quelconque de la couche et  Vangle que fait 
la droite P,Q avec sa projection dans le plan des ay. Supposons que le point 
P se meuve vers le point P, suivant une droite qui ne touche pas la surface. 
Soient 2'u'»' les cosinus directeurs de la droite P, P, et Au v les cosinus directeurs 
de l'élément ds. Supposons que la fonction o soit de la forme 
(258) o=o,(9) + ro(r, 9), lim o(r, 9) finie =o, (9), 


r=0 
et posons 


(297) | a En Ze 
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ou V° et V se rapportent aux fonctions o, et ro. 


E 0* yo —— : : 
Premier cas: 35 ds Les égalités (208) donnent pour le point P, 
[0 yo P 
235 d AM: zi Qs 
Wen er 
h=0 
27 a 
| d = a (I)d9 | u cos? yet 
(208 *) sh | o\ mar 
0 h 
2% 
a I— tW, | à ^ 
Qs — — | o, (9) 41 + u, + u, log| — — cos Wy | cos? i d 
0 
u—À cos YW cos $+ u cos UV sin 9 + y sin V, 
où 4, — lim wv(r,3), et où u, est ce que deviendra wu, si l'on y substitue wv à v. 


r=0 
Si W! existe, on aura 
2x 
(298) fe (9)u, cos? W,.dI=0. 
0 


Posons P,P — h. Pour le point P nous avons trouvé 


= = Wen ue Qu 
Us 
a 
27 h 2 1 
: TIAS dt | (HG 
Q,=—¢ | 6,(9)d9 | cos Yaa + [6,(9)49 | u cos v.g? q^ ae 
0 0 0 0 
(t 
27 h 
220* | A g 6 TG y q I 
(220*) + jonas | u cos U ak: 
0 1 
I P we pa. N 1 
n 0 Q He casi? om ut, 
I 








FPQ—d = Var 2qu + à 


cos (h, P,Q) — w' — 1! cos w cos 9 + u! cos W sin 9 + »' sin U 


| eos (h,ds) —c — A2 + uu! d vv, et 
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3 i CA : 
= mL PTE 
2T oo d So MATS 1 
Q. efe [oo Um [senio fu cos d gi a + 
0 0 0 0 
2x j = 
| + | 0,(9)d9 tg cos V | S5 — =] a2 — 
(222*) 9% 
0 1 
27 Y , 
Uy — € —A 2 
= fac fom at 4, lg|* 5 ° cos vol cos? Wd 9 
a 
a 
d» — cos W, 
do = Vs —2 qs, + t, 
r[9 Vj 0 yo Ti à d 1 7 ; 
Go) — [GE (FE) |= 0m mo $6, — 00 + 1: - 92- 
d 


Nous trouverons 


2% h 
:(Wn-—W)--—; lim | 0,(9)d9 dormir y 
h h h'=0 \ 75 
0 A! 


27% 1 J 
— I Jim IE (9)d9 [^ cost py! 
hn=o h t 
0 n! 


h 


pour r — ht. Nous supposerons de plus 


(300) V (r, 9) — V,(9) + rv'(r, 9), lim v finie =, (9). 


r=0 


En employant la formule 
(301) f(w+ov)=f(y) --óvf (Wt ody), ox0xz, 
nous trouverons 


[" cos? i/ = u, cos? W, + (v cos V, — 3w, cos V, sin V) rw 


(302) ur 
a | U, = V, + Ory, oxXÓ0 zr, 
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er 2 « 
(Wir —- W3) = ;, lim eae )u, cos? U, d. 9 — 
h hin =0 Me 
27 1 
— fond fo cos YW, — 3 u, cos ^, sin V.) dt. 
0 0 
En ayant égard à l’égalité (298), nous trouverons 


2 
(303) — limy (Wt, — We) = = [ens sin i, — v) cos v - V, (9)d9. 


De plus nous aurons 





a 
27 h 
I u I I fs € € 1 
5 (Q5, — 9.) = UL Jonas ff s qi) tdt + 
u Le 0 
0 0 
27 1 
m u Uy | 5 
B | o, (9 ws fü vq? — cos vg) Pat + 
0 0 





a 
27 h 
I u u, Tal, 22 COS? WY — Uy cos? | Yo 
Edo na Ie "HP — LS c — diei 
h cos V g® cos W q, t 
0 1 


I ^ l / : cs ET M ! 
Ink do | (te ods + 7) cos vidt pA +5 B+ LO D. 
0 a 
| h 


étant cos? //, nous éerivons 


Le coefficient de = dans le développement de á 


t eos V + cos? y, | : : gi , 3Smt 
TE — SS > + | 3(7'—q, sin V4) 2X + - yr, 
g® mau MD puto CP 
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jefe eue fn »' —q, sin v) s = cos VU, dt — 








s U^, sin U 
EL vef. for =a. sin m) co j a: 
1 


27 a 
(305) Y,=—c [vote f (eos U — cos? v), 
0 h 
2x 3 1 i 
un ed d3 | (v — q, sin w,) 2° dt — 
«dm 74 se fs 000,0) 008 da fo qs sin e) E n 
0 0 
27 ! oo 
— 36 fos ve) cos a fr —2, sin 4, po E = Vo “las + lim Y;. 
' E 0 h=0 
0 1 


En posant dt— cos W,dq et en intégrant, nous trouverons 








+ sin vU, Le a 7: T + 8 + 3 log = "eos vs) fa» 21 La ine 
0 =: 


De méme nous trouverons 


1 
cos Do 


(307) lim; ,P fr V, (9) cos? das ft uy Qr — q, sin Vo ds P dq, . 





0 


En développant, nous trouverons que l'expression 





I AT S EC ge AT jet cos? U/— «4, cos? W, 
eos U g* cosy, gi t 


peut s’ecrire sous la forme 
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a—a I 2 Ac 4 ; 
"m + m (P—P,), lim (P—,) finie, où «a —- a, 3uu eos? W—3zu,u, cas? t. 
= ; t= 


Nous trouverons comme précédemment 


27 ” 
| li In ta a Ty 2 € 4 ! . qi 
im; Co, (D) (9) cos? Widd | 43 (4 —q sin Ur) rs -t- 
h=0 ^ | do 
0 1 
cos do 
308 | "qi : ; I Uy Ww, sin W : 
(308) | + - do — y + 3u, sin W, — 3 (rw, + v wu) — + 15 — i, sin] dq, + lim Z, 
| do qo 0 | h=0 
27 a 
; dr 
ELE [as fe w cos? W— uw, cos? W,) - 
0 h 
Enfin nous trouverons 
2% 
ACE I ; 
(309) lim; D — — 9, (9) (3 wm w, — c) cos? Wy d 9. a 
: A-o À a 
0 


Si nous effectuons les intégrations dans les équations (307) et (308), nous 
trouverons le résultat suivant 





0? ye - 
ds s Wis + Q$s 
W?i- We 
h=0 
27 a 


p? 


H e ; dr 
| Wu = f (9)d 9 | {(3 wu' — c) cos? W— (3 u, w, — c) cos? Wo} — 
| 0 h 

if ' € TA » + 
| = — 5 [en (3 u, w, — c) cos? Ud 9 + [^ (9) Wy (9) cos? V, Dy sd 9 


[y 


0 0 








TS, =3[sin V, (5 Uw, — c) — (v' u, + vw,)]log E le cos v, + 


+ (15 Uy + 31 4, w, — 8c) sin U, —(8»' wu, + 5 vw, + 3») + [(c sin V, + 





, , . , , I 
+ y'a) (4— 3 w,) — er (2 — w,) — w, sin V, (7 — 62) + "cse e 
0 
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pourvu que la quantité W} (208 *) soit finie et e '(208* et 222 =) 
(311) Q—0Q.. 
Remarque I. Pour wv,— 0, l'égalité CS se réduit à la deuxiéme des 
égalités (282). 


02V 
0s 0s" 





Deuxieme cas: Nous trouverons 


(312) Q; = Q, — o. 


h=0 


(313) E lim (WW) = |) u, cos? W, d 9. 
Mag à 
De plus nous pourrons écrire 


a 


27 h 


, 2z 1 
aea ce fav | othe 9) gs cos date (a2 a(n 3)- 
CN i 


0 


2 q* I = a me 
- cos? U Ee + fao f uan 9) cos es dC 
(314) 0 0 


| 27 


a 
i . 
Su 3 
+ [as faint, oucos [5 2 Sh lat 
1 


0 





2% a 
EN. Rez Er 
Ar | d | 0 (r,-9) (3 wu! — c) cos? u 
ee 
En passant 4 la limite et en effectuant les intégrations, nous trouverons le 
résultat suivant: 


ey = 
ds 08 — Wate Que 
Wer lim Wt» 
tO 


; 27 a 
Wh - fa» foc 3) (3 wu! — c) cost y T" 
(SE 0 ee 
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(315) | d 
Qv,— [^ (9) eos? V, D, d.9 
0 
, 
= 3 I—w Uy— € 
| los — —(3u,w, —c) log Em > eos a gis == He Cost 
= . 0 


Dans le cas général, nous trouverons 


0 y 02 yo eV 
UE oa Geld s Aaa ES 





(297 *) 





Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 
Théorème. Si 


KG 9)—0,(9) + ro(r, 9), lim o(r, 9) finie 


(316) r-—0 


V (r, 9) =U, (9) + rv (r,9), lim W(r,9) finie, 
r—0 





' 
SORT 


si de plus la quantité W, (208%) est finie et l'égalité (311) est satisfaite, la valeur 


0? V : 
© Tags 9?" point P, est donnée par la formule 
27 
02V ; = I " « 
TERT EE Was + Qr.— à 8, (9) (3 ww, — c) cos? W,d9 
0 
W;,,—lim WW 
| h=0 
(317) | 2e À 1 
: : , r 
Wu» — | dd | to (r, 9) (3 wu' — c) cos W— o, (9) (34,0, — c) cos! US — 
0 h 
2r 27 
Qu. | Go (9) Ww, (9) eos? Ts d 9 + | 6, (9) eos? v, Py. 9, 
0 0 


où les quantités l'y, et l'y, sont définies dans les formules (310) et (315). 
On peut écrire 


(oR eV ; eV oy eV 
2 dt —— =A + = + YS. 
3), 0 s! s (s! 0x zm A ds! dy 8 0s 0z 


p 
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Remarque II. On trouvera facilement 


(3 wu! — c) cos? —(3uu, — c) cos? Ut, = 3 cos? u^, [w, v! + uw» —(suu, —c)sin v |] rw 
U, =U, + Or, o< 0X1, 


ar suite Ja quantité W peut s’écrire 
s's P 


Wo» [ef o (r, 9) (3 uu — c) eos? w+ 
dr 


+ 36, (2%) cos? YW, [a y! hs y — (5 u, uw, — c) sin V4] v (r, 9) ; 





D'oü il suit que pour l'existence de la quantité W il faut et il suffit que la 





quantité 
( 27 a 
. 
| "eedem cos? U! ‚da fte o (r, 9) (3 UW — c) cos V, + 
= 
(319) 0 h 
e ds 
| + 36,(9) C, V (r, 9)] T soit finie, où 
| C, — uv + wv +(c—5suwu,)sin U,. 
uh 0? y EYED ; 
Cas particuliers. 1° da Pour 4'— 4, uw — uw, »! =», nous trouverons 
2* : 
Q. x Q. =e (9) Uo cos” V, d J, 


- 


0 


par suite, si W, existe, l'égalité (311) est satisfaite à cause de l'égalité (298). Les 





Le ; Hn MR à et 
seules conditions pour l'existence de la dérivée sont done que les quantités 
ds? 


€ 
! E 
0 


: 2 2 
— sin W +2— 154 3ru?|-F»|————6-— 13%, 
ZP = Uy Do 5 1 F Im io 3 


W, et Wy, existent. On trouvera dans ce cas 





(re, — 3 [sin v, (su? — 1) — 2 va] log = 





(320) | r,, — — (30: — 1) log (tes v.) X I—3,—5U. 


Pour y, =o on aura 





I— Ai, 2 
Ti, =—6vu, lo Ty Genes 
2 (98 ip ur) 


| 
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29 Ww, =o. Si W, et W., existent, on aura 


2% 2% 
a 


"| 6, (9) d9 - = s f o, (9) V, (9) ud 9, 
0 


0 
27 A 27% 
02 V - y > 
| C. =W ZEE Beas (Ju, (9) (424- u,)d-9 — 2 | 7, (9) Ud, 
| à 
| 





t 


avec la condition 


Q' — Q, — | o, (9) [x — » + w log (x — u)]d9 — o. 


0 


E dE um : ; ; : 
8 42. Lim FEY. TE; pour un point extérieur. Soient 4, u, Y, et A, 1, v, les cosinus 
h=0 "RU 
directeurs de deux éléments ds, et ds, émanant du point P, situé en dehors de 


la couche, et soient Z'u'»! les cosinus directeurs de Ja droite P,P — h. Posons 


| —=cos(P,QMs,) — 4, cos W'cos 9 + u, eos U'sin 9 + v, sin W 
=cos(P,Q,ds,) — À, cos U/cos 9 + u, cos Wsin 9 + y,sin V 
! wu! = eos (P, Q, P, P) = cos cos 9 + u' cos V'sin 9 + »' sin U/ 
€; = cos (h, ds,) =A," + uu + vv 
€, = cos (h, ds.) — A, À. +uu + v, v! 
C — COS (ds, ds) — À, À, + My +99 
ro cos uU 





R=PQ=Vr?—2rhu +h? 





| 
322 | r'u hc 
(322) | v, — cos (R,ds,) — Im 1 
| v, — cos (R, da) =" ^^ 
r — ht 
t — 
cosy 7 


g'=Vg—2qu +7 


(0? 27 a 


? Y, R e rdr 
CARTE LEE cv] RU ch, uU 
NU 6 Jm e do - je» o (r, 9) (3v, *, — €) Rs 





^ 
> 
D 
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Supposons 
ie I)=o,(9)+ro(r, 9), o(r, 9)=0,(9)+0,(r, 9), limo, (r, 9) =o 
(316%) DL t i 
| Wr, 9)—V.(9) 3- rir, 9), Wr, VI) + Y,(r, 9), lim Y,(r, 9)—0, 
; r=0 
et posons 
Vi= Vi + Va, 
où Vj se rapporte à o, et V; à ro. 
: cu. E 
Premier cas: lim Dd Nous trouverons 
h=0 08, 08; 
(t 
2x h 
DET UO i I tdt 
i, 7a] el [ua erg — e) dos 
[ij a e 0 
et nous aurons ensuite 
j y 27 2T 
0? V5 TP 2 i ApG I 0,,0 a3 1! € 
| iE ;J cos? V, A Ue ae 60(2)(G u1u$ — c) cos? b,d3 + 
| 0 0 
27 
+ [otnmaa + Th; lim Nh = 0 
E h=0 
0 
(923) 6. AL" an ze mn Er u'=lim u, ete. 
| y (1 — 4; y I— Uy ws: r=0 | 
a 
A 
2: <3) 
A] q3 9% tdt 
0 


I : 
e = 3 (uq — €,)(u;q —6;) 53 — €, €, — lim e. 
q r=0 


Le coefficient de B dans le développement de l'expression 


et 


, 


q° 
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étant 
(3 u, U, — c) eos? V, 
nous posons 


€ ey te cos? Wy te, e. cos? Ww 
| = zs D | 5 (3%, % — c) BO || zx uU L0) B | + 
qo 





+ [3 1,244 — €) eos? W— (3 ul u$ — c) cos? ls ; 


et en employant la formule 
f (un, Ir ip uU) rx f U^) = f ( Ul ss Or W) r U > 
nous trouverons 


(t 


h 
vi BA. 


1 
[15 A B ; / 
B'==3 21 = s uU J À 2 n — 2 s uw d 
5] | rE uet cos Ut asl [s + ‘feos var + 
0 1 


{Ou 





quictg; 


a 


h 


a 


4- | [3 44, 4, — c) cos? W— (3 uf us — c) 


1 


A — (»' —q sin U)(u, q —¢,)(u.g —¢,)q* 
B= [Gr U, + 9,U,)g — (v, €, xis Vy4€,) — c(» d. sin vlg? 


C — yw, + ru, + (c—5suu,) sin V, 


eos? u^] E 


A,, B,, A,, D, et C, étant ce que deviendront les quantités A, B, C, lorsqu'on 


y remplace U par wW,, resp. W,, où 
EURO mu. = 0 r O0 x OSG, ST 


En passant à la limite, nous trouverons 


27 2 
[ 0? Vj I o 7 me 
- U 10 T PSY S "eos y 7 +2 j 
im T Os — a | Oo (9)(3 ut us — c) cos toda fait cos? ud 9 
0 0 
10 3 10(h) 
(324) Cas, = lim C$ 


27 a 
: dr 
| cum zi 5y(I)d af | (3*4, —e) eos? W—(3 utut — 0) cos]: 
4 n h 
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où 











bo 
-1 
-I 


E — cc, v P, — [e, 0; sin V + v'(e,u2 + c,u2)] F,, + 
 [r'utus + (e, u$ + eu?) sin W,]F, — u?u? sin v, F, — 


— (ev, + ev, + ev)G, + (ru + v,u? + csin W,)G,, 




















oo 
dq 2 
L4 Lee c NUTS CR 
| Ur E sn q (x a uy 
0 ; 
e (cada SEEN TNR 
: | UAR CT UE P NECS 
0 
aida iis» SEM 3 
^: | N GW Gute, 
A 
1 
cos ie e À 
ya [104% | lé Ino 
| der 5f go p | qi 4 2 zn): b (gcn 3 
2 0 1 : 
(325) | = | | 
| + — — 46 — 15 log — cos W, 
: 2 
Vdq, ES I I 
pr ii qs (r—w',)? i Rn 
0 
; = 
cos diy E | 
d.a (22 "Jd or WE Bec 
Gy=3 ie My + 3 qe d. do (GEN vun, 
0 1 
cos by 
I— Ww, 
| —8— 3log —— cos Ut 
La condition à remplir est 
27 
À [owas cos? U,d.9 — o 
(326) 0 
(uj — c}(us —6,) wu — 6 
[e AR 2 N 
a ae ciun 
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a : 02V 
Deuxième cas: lim ——” 


n=0 98,98, 


Nous aurons 





a 





27 h 
0? V, E | : I | dt 
3 25: m || als) | g (ht, 9) p (ug — e,)(u;q — €;) ss 25 — 
E 2 u t 
0 0 
et nous trouverons 
| 27 
na 0° V, 3 = LT 3 
m ae , S? uU! fs 
| Him. TER Css + | 04 (9).4' cos? Vd 9 
| 0 
^ o. Tui 
Cus —lim CU) 
| h=0 
( | 2 (t 
327) EE dr 
| cuo — Ja 9 | o(r, 9)(3 u,u.— c) cos? U - 
| 0 h 
A 0 4,0 I ummy u, n (uy = e) En €) 
A! — — (s utu — c) log |" cos Yu) + I nn 
| 


) 0 4 : I 
—Sutus +2¢+([3 ujuy—c—(c¢,u; + ¢, N le j^ 
Sat 


Dans le cas général, nous aurons 


Vs: =. OM ME 
(328) eee lim | LATE : Al 
S > h=0 


UND SUD 








où les deux termes du second membre sont définis par les systèmes (324) et 
(327), l'égalité (326) étant supposée satisfaite. Pour que le premier membre de 
l'égalité (328) soit fini, il faut done que la quantité 


: [ 
Cilaos 
h=0 
soit finie, où 





(A) O(A) pn) 
Osi: = Pis =F Omen 


Cette condition, à savoir que la quantité C,, doit être finie, peut être rem- 
placée par cette autre que la quantité correspondante, où l’on a remplacé v'(r, 9) 
par W, (9) (cfr. 319), doit être finie. Celle-ci peut être remplacée par les deux 


suivantes (316*) 
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27 


| Das: = | 13 9,09) v(9)C, + 6, (3)(3 [CA Sc c) cos Wor cos* Wy di — 0 
| 
| 
| 


, t , rimes 3 
E), lim Ej? — une quantité finie, où 


(330) Ko 
C, — vus + ru) + (c— 5 wud) sin W, 
27 a 
"(A CADRE [* dr 
HED = | eos? ud =) {3 69 (9) Co U^ (r, 9) + (Zul ud — c) eos W,o, (r, 9) ae 
0 h 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 
Théorème. Si les fonctions o(r, 9) et W(r, 9) peuvent étre représentées par 
les formules (316*), les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de 
21 
im 1j 
n=o 8,08» 





sont que les équations (326) et (330) sont satisfaites, et on trouvera 








[ 27 

5 0? Vn I ; € 0 E € 
| in ds, do Aun + Cus à n )(3 ww, — c) eos? W,d5 

0 
27 27 
AE - Jose W,(9)E cos? wd 9 + [o cna cos? Wd 9 
(331) | 0 0 
Qs — lim CY) 


27 a 
Ge - fof tet 3)(3 UW, u, — c) cos? W — 0,(9)(3 u? u! — c) cos? Vol ae 5 
| 0 h d 
où les quantités E et A' sont définies dans les systèmes (324) et (327). 

Remarque I. On trouvera (317) 

ww UR co 
$1932 — _ 8182 * 
Remarque II. On a toujours 


0? Vy cmn fs 
; - = 1] > à 
h=0 08, 08, h=0 0s, 08, 





(332) 


Remarque III. Pour v-— o, la condition (326) devient identique à la condi- 
tion correspondante (293) pour le plan. 
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Remarque IV. Si // — o, on trouvera (330) que les quantités 





B 2. ER EI .. 02V 
lim aaa lim, lm I lim — et lim E 
h=0 6* n=0 y^ j4—g 07 jen 0*09 n=0 08,08, 
existent dans les mêmes cas que pour une surface. plane. 
Remarque V. Pour 


; ; ; 1 ; 
AMAA il E Uy 


nous trouverons que la condition (326) se réduit à la suivante 


D 


a 


298*) Jo» cs cos? U/.d-9 — o. 
0 


De plus nous trouverons (317) et (331) 


EE np 
: ) lim ae, EE Doss 


gag" T gd 
poy 08 Us 





— 
eI 
Oo 
Oo 


2 Vj, 


(s? 


€ 


" ó ; J 
D'oü il suit (319, 330) que lim s 
h-—0 


existe ou n'existe pas en méme temps 
m ORG ; i; ; ; 
que la dérivée jg; OU point P,, et que ces deux quantités sont égales, si elles 
existent, la droite P,P étant prise dans la direction de ds. 
$ 43. Cas particuliers. I. Point régulier. Supposons 


Í 0, (9) — une constante o, 
| 3) =o 

(334) 

> 6,(9) =a' cos 9 + b! sin 9 


W(9) = a cos? 9 + 2 8 cos 3 sin 9 + y sin? J, 


a b' « p et y étant des constantes. 

Dans ce cas, la condition (326) est satisfaite (efr 293). De plus la première 
des conditions (330) est satisfaite. On trouvera done que la condition nécessaire 
UV 


et suffisante pour l’existence de lim 3s de 
5,08, 


h=0 


est dans ce cas que la quantité 


27 U 
^ p 
é 3 dr 
| Es, — lim [d3| [3 0,(m, u + v,uj) v, (r, 9)+(3 uous —c)o,(r, 9)] — 
(330*). h—0 é 
0 h 


0 


u =A, cos 3+ u, sind, u’—/, cos 9+ uw, sin 3 


existe. 
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La valeur de lim s'obtient (331) par !a formule 


h=0 


[ 4 23 
| lim i Vi = Css, + «n.o ) E, d+ 


n=o 08, 08; 


J 
Us is 
z 


= I 
Go(9) Ad 9 + a” Go(3 7; % — c) 


L 





Se 
ai to 


E, = c,0,»' F, — v'(eu2 + 6; u*)F, Tovu)u)P.— 
(335) \ — (er Vo ote CV; SE cr')G ci (ru Sr Vn Ws 6G» 
(ui — e) — e;) 


Gas: + [3 aw} us — (cui + c,u ive le 4 


if =p 








À, 
— (3 utu? — c)log(x — wo!) 


9 = eos 9: 4- uw sin 9, 


ou la quantité Css est définie dans le système (331). 
En effectuant les intégrations, nous trouverons 





Me "un i 
Ge Cp fo (9), d9 =2766,¢, ete (Sir + 3 rent 2 + + ze 





2 
DE me 
—0, soe (c, u$ +, u1) F,d9 = — 6 10,ah (ds es TE esl = 
4? I 5 men 3A TE 
— zo, cu (e, tat 0010) 2, aF pe) 4 zo, Du (e, A, + ea Ju ES u 
mo 
u? I uw? I 
— 4770, DÀ (e, u, + Bet) oe + E — 210, 7A (e, À, + C, 4 A) + E == 


; LS I 
— 6a, pute us + sn) a E ^ 


£ 412 112 


2 
£ A DRE = a (1 
» [y V, (yu? u P,d9 — 670 cÀ, As REL. 1] Ae ae eee) (5 1 il D 
0 


en A? x 
aas us [EI + ar ye 4-6 za, BÀ wu A, À, [ ris" =e] «s 
* D y V 


uw? I 
+2 nt) E T ss ong TET (5. i B Re 


36 
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DOTE ait TT à gd gia 
+2 ao ris BE ya + à] +6 ao jw (tt + atts) + ye oF 





E 


: _ u AV es 
+0 770, 7u, Us a SEE rts 


27 
19 


> ; À 
= vf (9)(c, v, + ev, + ¢7")G, dI=2 204( 


0 


27 


= m . Ke 
[tun V, + v,u2)G,d9—2 WO aN (A, 15 +2, Ale xis = + 


0 


d Pet TER 
+2 770, au (u, 9, + Uy 1, ) a 1 2 ito, Du (A, Vothov Ole ae =) 45 


TE 3 » 





12 2 
" LL t Æ 
«20,4 (u, v, Fusn)l s nde \+2 UO, YA (A, V+ Ay "Qs t = =| + 


+2 zo, yw (u, v, "e +3), 


27 
(336) +: s, [cni AUG, CA, hy — V, V3) +4 2065 (A, Us + 4504) +4009 (Ut T0, ). 


0 


De plus nous aurons 


27 


Joa PATTES 
0 


27 
n 


H,= IL o (9) u$ us Ir yet oy, Sloe x — ut) ae ca MEA ay + 3) =F 
0 


4-2 ral wu (A us d A, ut aes + 
y! 


19 


u I ans 
Ps 2 700! Nu, tts Fr) an 7tb. u A, À, mr 
LA 1 , 





I» I» 
It 36 LES 
19 n 
2 zb À '(4 Au, 1-4, tt, ler + wi + 2a un ue JE 3 


Y 


27 
^ 


I . ASTA SET 
H,—— [s nte ut cest] mH s -- 2 a (ei hy +63) + =) — 








[2 
0 
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Tl, rt 








= u 3 can à "2 
— 27a! ME) (e ty + C2 ty) end x (Crh, + Col) — 2 ab ess + est) m 7] 
y" 12 
2 f 
= ees I or ! 7l! 
ie le cl|— lo Ml ld9=2 ale c, — — 2 sca! c — 
E o (9) (IDEE Án gı —u',) |d9=2 na C10, 5 28 67, + 
0 
ul ul 
+2 zt bc, Cy Te 2 zt b c—, > 
y v 
2r : 
(337) [oda — — 2a (A v, 4 À,v,) — 2 xU (uv, + u,9,). 
0 | | 
D'où le résultat: 
[ 0? V; (hy I 
lim lm Cee 280-27 1 Vy — 
- 27 a 
(h) le > 3 05,0 dr 
Css = [49 | [o(r, 9)(3 wu, —c) cos? W— o,(3 u ue — c)] E 
(338) ! ay 
Kos = 4 100043 — V,v;) 4 05 (A, +) +4 TED) (i, uy — v, v4) — > 


— 2 160 (A, 9, +A, ,) — 2 700! (1 Vo+ ts v,), 
Kor 420,06, Kay Kya — 4700,8, Ky — 42009» 
Kz = mrt UO 4 (ce Sr y) Tp D TCM». KGa = Ke, — — 2b. 
Il. Point conique. Supposons 


6,(9) — une constante o, 


(339) 6, (9) — a! cos 9 + b sin 9 


Comme nous avons supposé que la droite P,P n'est pas tangente à la sur- 
face, il faut que »' soit sin /. Nous distinguerons trois cas. 

I9 »y'«& sim U',. Nous trouverons (326) 

2x ; 5 

: e; — v »)(c; — v'v, 

Jot cos? VU, d.9 = 2 70, sin W, cos? W, 1 1 G X ES 2) 


(340) | à 
| ue mc |W, (ca 5) + (ci =n) | t 








- - M V 
| IE! T — y! 4 12 
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; > 
DOME US SU: 











| 
, e, — v m)(e; —» v y, 0, — € 
| |[6,A', cos? v, d 9 — — 270, sin V, cos? u^, J( 1 1) ( = A: + 
Cope Mu 147 
34 | 5 . 
Y, (Cy — V' V5) + v4(c, — v' »,) | 
+ = = : SS eee = 
| rd y» es 
39. vw —r. 
27 
(342) fou A', eos? U/, d.9 = sco, sin W, eos? U^, (c — 3 v, »,). 
0 


Pour les trois cas, nous trouverons (330) 


Dyes = 5 it 00 cos? Ww, sin UF J (c = 3 vy Vy) (« zi y) p à cos? vc D) v, v,)(@ Ar HE 


| 


+ 2h, 4,0 + 2{(4u, +4,u,)P + 2u, on + 3 cos! W, sin U/, {(A, v, + A,v,)@ + 


| 


| 
| 
(343) | 
| 
| 


nr, ur). 


Cas particuliers. La condition (326) et la premiére des conditions (330) 

: 3 : a IZ 5 rae: Aue 

n’etant pas toujours remplies, lim sae nest pas en général finie pour toutes 
h=0 1 2 


les directions de ds,, de ds, et de P,P. Pour que ces conditions soient remplies, 
il suffit que 


m9 | RES 
(344) = 22 
| a+ry—o0, ou que 
50 
= | y en E 
(345) M o2 
| CS. ou enfin que 
3° poo 
(339) Ada EU Ly — 2915 
) 
| all + y tt us = (e + y) v, v, 
(A, 14 + br) a! + (uv, + us 0,) 0 — 0. 


8 44. Changement brusque de la valeur de la dérivée en traversant la surface. 
Nous considérerons les deux cas: 1° les dérivées extérieures en un point de la 
surface (§ 41), et 2° les limites des dérivées extérieures (88 42, 43). 





D 
o0 
2 
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2p : paces ! le M : 
mo ads: Dans ce qui précède, nous avons toujours dirigé l'axe des z posi- 
tifs vers le côté du plan des vy, où se trouve le point P. Si la direction de 
la droite P,P change en la direction opposée, il faut changer la direction posi- 


tive de l’axe des z. Les formules qui ont lieu pour la première direction auront 


ieu aussi pour la direction opposée, si l'on y change W(r, 9) en — wv(r,9), les 
cosinus directeurs 4’ et u' de la droite P,P en — 4 et —u! resp. — la quantité »' 
ne changeant pas — et la quantité » en — v. Nous distinguerons les deux 


côtés de la surface par les signes + et —. 

Les systémes (208*) et (220*) montrent que les quantités w' et c changent 
en —w et — c resp.. mais que la quantité w ne change pas. Le système (317) 
donne 








| ov | er ET. Be 
(347) | dsl ds * ds às Js HAS cds es Wadi + foto) syst 
| 
| = + Ty) cos" v.d 9, 


les valeurs de 7%, et de l'y, étant données dans les systèmes (310) et (315). 


Remarque I. L'égalité (347) montre que si la direction de ds' change en la 
oy 


direction opposée, ia direction de ds restant la méme, la dérivée js. de ne 
S408 
eae PV 
change pas en général en — De de 


Cas particulier. Supposons #,—0, / —u'—o. La eondition (31r) se ré- 
duit (321) à 


(348) [se — y -Fa,log(r—4)]d39-—0, u,=—AcosI+usind, 


0 


et nous trouverons (321) 


27 27 
eV av = = : 
(349) FER RSS CN ‚fs Ua ud. 
0 0 


02V N te à N 
: Pour le côté négatif, il faut faire les mêmes changements 





29 Lam += 
jn 057.085 


que dans le cas précédent, mais au lieu de changer la quantité », il faut ici 





changer les quantités correspondantes », et », en — », et r, Des égalités 
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(322) nous tirons que les quantités w', c, et c, changent en — uw, —c, et — c, 
resp., les quantités w,, w, et c ne changeant point. De l'équation (331) nous tirons 


PVn ne YA 





. - — [> A - f h t F 2a [^c 
| lim ue ES 0, (9) V, (9) (Hy. + E) cos? v, d 9 + 
(350) | : 
: | 27 
| 3 
| ar fa, (9) (Al, —Al_) eos? Wy, dF. 
| 0 
te ; 
Remarque II. Les conditions (335) de l'existence de lim ANZ sont iden- 


n=0 0 Si 0 $5 


' x ae SATZ ; nee : À 
tiques a celles de l’existence de lim - ‘+ mais la condition (326) peut être 


"EUMO Sass 
différente pour les deux côtés. 


277 


2 
Remarque III. Dans le cas où lim Us 47 


n'existe pas, nous retrouverons 
n=0 08, 0s, 


l'égalité (350), si nous changeons le premier membre en 





oye cae 
ds, 08, 8,08, 


(351) lim | 


h=0 
La seule condition à satisfaire est (326) 


| Ja =, où 


E [s cna, cos? u^, d 9. 


RJ 


| 27 

| 

m. 
Cas particulier: Point régulier. Si les égalités (334) sont satisfaites, nous 

trouverons (338) 


| lim 


[s Vo OI 
( 353 ) h=0 


PRE ae 1 = 80,« (A, A, — v, v4) + So, D (A, us + Lu) + 


+ 81 O5y (Uy ts — v, v.) — 470! (A, vs + Li) — 4200! (u, v5 + uv). 


Remarque IV. L’égalité (353) a lieu sans aucune condition additive. Mais 
si nous voulons écrire le premier membre de la méme manière que dans l’ega- 


lité (350), il faut que la quantité TE (330*) existe. 


n2 
o6 
-1 
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Corollaires. Nous trouverons (353) 
































(1 Va 0? V. t 
lim | dà E |- UO, C 
Van OV a qe 
e Ee als PU 
lim kee PRE 8007 
(354) Jaco er e dm 407 
[5 10820 08V, a 
| aa p 0% =|- Br 
fice [eee ae ae ob! 
n=0 Ldydz dy dz 4 
RE RATE : 
lie | ag? det | — 870,(@ +7). 


Les valeurs correspondantes de la quantité E. s, (330*) sont 


[ 27 a 


E' ve — lim (3 cos? 9 — Hao, (r, 9) E 
0 i h 
2% a 
i P ; - dr 
E',,, = lim 3 | cos 9sin Id 9 |o, (r, 9) = 
h=0 
0 h 
27 a | 
f 1 15 t dr 
| IB = Em (3 sin? 9 — 1) d 9] o, (v, 9) = 
h=0 1 A 
0 h 
(355) N 
27 a 
| IB oe n s feos 90 V (r, oe 
=0 
.0 h 
27 a 
en 2 2 e dr 
E euim 36, | sin 9d 9 v (r, 9) — 
=0 
0 h 
2% a 
Hio — dini uos Aet. 
h=0 Ui 
| 0 h 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 


Théoreme. Les changements brusques des dérivées secondes du potentiel prises 
suivant les axes sont donnés par les égalités (354) sans aucune autre hypothèse 
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que celle que les constantes « B 7 a! et b', définies par le système (334), soient finies 
el déterminées, l'angle V, étant supposé — o. et l'axe des z étant dirigé suivant la 
normale. Pour que les limites des dérivées existent elles-mêmes, 4l faut et il suffit 
que les quantités correspondantes E', ,, (355) soient finies et déterminées. 


Remarque V. Le système (354) est identique aux formules correspondantes 
de M. Poincaré, ! les quantités c, a! b' « 9 y ayant les mêmes sens que les 
pd 

ye TAS 


quantités u 
ve "x dy! 2 


i 


2 = et zd de M. Poincaré. En effet, les formules 


(334) impliquent qu'on peut mettre l’equation de la surface sous la forme 
(356) z — ax* + 26xy + yy? + f(x,y), limf(x,y) — o. 
r=0 


Si on suppose que la fonction f(xy) admette les dérivées premières et secondes par 
rapport à x et à y à l'origine, nous trouverons 


0?2 : 
Pe [0s] = 2a, ete. 

Remarque VI. Les suppositions (334) que nous avons faites quant à la sur- 
face et a la densité peuvent être exprimées de la manière suivante: 

19. Au point P,, la surface admet un plan tangent bien déterminé. 

2°. Si ce plan est pris pour plan des ay, et si le point P, est pris pour 
origine, l'équation de la surface peut être mise sous la forme (356). 

3°. L'élément de masse étant exprimé par la quantité odxdy, nous suppo- 


sons que la fonction o peut être mise sous la forme 


(357) 6 — 0, + ax + by + ro,(x,y), lim 6,(x,y) — o, 
r=0 


o, a et b' étant des constantes. 
4°. Pour que les limites des dérivées existent, il faut ajouter que les 
quantités Z'. ,, (355) correspondantes existent. 


Remarque VII. L'équation (356) implique l'existence aw point P, des déri- 


nec (f 0% : : . - : TE 
vées 5 et =; et exige qu'elles y soient — o, mais elle n'exige pas que ces déri- 
a y . 
vées existent en des points du voisinage du point P,, par suite il ne faut pas 
; - die i-r bm giat € : 
nécessairement que les dérivées secondes ==, Fads © ge existent au point Jp 
022° dxdz dy? 


+ H. Porncaré |. c. p. 251. 


2 |. c. p. 245. 
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Pourtant, en tournant les axes dés x et des y de manière que 8—o, nous 
pourrons regarder les quantités 2@ et 27 comme les inverses d'une sorte de 
rayons de courbure principaux géométriques, si non analytiques. Quant à la 
fonction f (x, y) de l'équation (356), nous n'avons pas supposé qu'elle admette une 
dérivée au point P,, ni qu'elle soit continue dans le voisinage de ce point; nous 
avons supposé seulement qu'elle est continue au point P, et qu'elle y prend la 
valeur de zéro. Des considérations analogues se rattachent à l'égalité (357). 
do. do 


te. 


Elle implique l'existence au point P, des deux dérivées jg À Je 96 
} a dy 


Remarque VIII. Nous pourrons écrire (330*) pour 7, = 7, —0 


b 27 (a) , (a) 02 I 
"(A E 5707270: «1 m coo ar + Orr = r 
(358) B » | (3 UW; Us c) d of 9, (r, 9) r IL 9, ds, ds, do, 
0 h (h) 


et, en employant la methode du § 3 9), nous trouverons que 


dro, (x, y) 


- si la quantité rie est intégrable, done Z',, et E',, existent, 
Oro, (x, 4 h 
» » » ee) » » Dy MU TRES y Ÿ E' yy » 


De plus nous pourrons écrire pour 7, — 4, — u, —0 


27 a (a) a 
dy SF 
Ay SE 0 €) N c te = a . " 
(359) TREE Fa u, uo [ y (r, 9) r += | U (a , y) ds, dw, 
0 h (1) 


et nous trouverons de méme que 








; sos ult (Gon Paes ; : 

si la quantité tees y) est intégrale, done #',- existe, et 
h 

>» » 9 V, (x, y) » » El yz » 
dy : 


Remarque IX. Par comparaison, nous donnerons ici les hypothéses qu'a 
fait M. Porycar® pour la déduction des mêmes formules (354). 

I. La surface admet, au point P, et à tous les points du voisinage de 
P,, un plan tangent bien déterminé (p. 235-—236). 


Acta mathematica. 31. Imprimé le 8 décembre 1907. 37 
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II. La densité «’ y est continue ainsi que ses dérivées premières et admet des 


dérivées secondes qui restent finies (p. 236). Les mêmes hypothèses sont faites quant 
I 


$ MESS d m. : 5 : 3 
à la quantité ^, où 7' est le cosinus de l'angle que fait la normale au point Q 
/ 
I 


de la surface avec l'axe des z (p. 244). (Cette fonction = est la méme que la 


fonction o du chapitre présent). Par suite les dérivées premières de y! sont 


finies et continues, et les dérivées secondes de 7’ sont finies. 


TOIT 
z —f(x.,y) 


est l'équation de la surface, la fonction f admet au point P, et à tous les 
points du voisinage de P, les dérivées premières et secondes, de manière que 
tous ces points la surface a des rayons de courbure principaux (p. 245). 

IV. Les suppositions II par rapport à «u sont faites aussi par rapport à 


02! 


ip (eX qc (p. 248, 249), de manière que la fonction f(2'y') admet des 


Ja! 


dérivées troisiémes finies. 


$ 45. Théorème général. Application au cas de M. Poincaré. Sil ne s'agit 

pas de déduire les valeurs des changements brusques considérés dans le $ précé- 

dent sous des conditions les plus étendues, nous pourrons faire le calcul d’une 

: manière beaucoup plus simple.! En effet, soit (fig. 9) s une courbe 

Fig: 9. plane donnée quelconque qui admette une normale bien déterminée 

en tous ses points. Soient P, et P, deux points situés du méme 

côté de la courbe infiniment prés d'elle, P; et P, deux autres points 

3 $ situés de l’autre côté près de la courbe, de manière que les points 

- : P, et P, d'une part, P, et P, de l'autre, sont situés sur la méme 

i normale resp. Soient P, et P les points, où les droites P, P, et 

P,P, rencontrent la courbe, posons P,P — 0s et supposons P,P, = 

—P,P,—PP,—PP,--h. Soit u une fonction donnée dans le plan, 

et supposons que la fonction w, ainsi que sa dérivée première prise parallèlement 

à l'élément ds, sont finies et continues dans cette méme direction. Soient au, t. Us 
et «, les valeurs de w aux points P, P,P, et P, resp., et posons 


(360) v4 Os — (at, — Uz) — (U, — 44), 
à Ju Ju \ 
Jn OS | | — | | Os, 
Osim fe Us Im_ 
! Voir «Continuité et discontinuité des dérivées du potentiel. K. Vet. Akad. Öfvers. Stock- 


holm 1901 pp. 644—647 
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du ; Oo E 
Gale, étant une valeur moyenne de js, Pour la courbe P,P,; cette dérivée, 


ainsi que sa limite pour  —o, est supposée continue, 


: PERS . [du 
. v=lim », = lim |— ; 
h=0 h=0 V0 S | my. 


2 ON du 
Spee net li las = | sn | 
D s=0 0s—o ha0\OS/ ma. ds) 4. 


c Tm x OU 
Des considérations analogues se rapportent à la quantité (; | 
CS /m_ 


i dau) du 

6 ose s 
(361) | linke ee Base Wi dS 
() () BE du 
où (5. et (1) sont les limites des valeurs de ^" 
Os} 4 os) ds 


De même on peut écrire 


aux points P, et P, resp. 


UnOS = (u, — U2) — (Ug —u,). 
Posons 
| Us — U = Wh 
(362) UW, — Uy = Wh, 
lim vu,=u;, lim u,—u_, lim w,=— w, 
h=0 h=0 h=0 


= | 
x ers ns 


dw dw an OU, i 
où |.) est une valeur moyenne de Wa: La dérivée dg étant supposée con- 
m 


- 


tinue, nous trouverons 


(363) : fio iin ee), 


ds=0 ds=0 ds 





Les égalités (361) et (363) donnent, pour le point P,, la relation 


0 (us — u_) PA (6) , 
ds Os} 4. ds! _ 








(364) 
Soit maintenant l'équation de la surface attirante donnée par la formule : 


(365) z —a2* + 282y + yy’ + rf (x,y), lim f —o. 


r=0 


La normale au point P (xyz) fait avec les axes des angles, dont les cosinus di- 
recteurs {mn s obtiennent par les formules 
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|——2ax—2y 
(366) . m-———20x—2yy 
9» -—I, 


où nous avons supposé que la fonction f admet, en chaque point du voisinage 
de l'origine P,, des dérivées premiéres finies et que 


et où nous avons supprimé les termes d'ordres supérieurs au premier par rapport 
aux coordonnées & et y. Prenons un système d'axes de coordonnées (v,,y,,2,) 
par l’origine P,, dont laxe des z, est dirigé parallèlement à la normale qui 
passe par le point P, et dont les autres axes font des angles infiniment petits 
avec les axes des x et des y. Soient (l'm'n'), (U mn") et (Imn) les cosinus di- 
recteurs des axes des v,, des y, et des z, resp., et soit W (a, y, z) une fonction 
des coordonnées (xyz) qui reste finie et continue ainsi que ses premières et se- 
condes dérivées pour chaque cóté de la surface, mais nous supposons que ses 
dérivées premiéres peuvent éprouver des changements brusques en traversant la 
surface. Posons 


| =), di rae x 
con a, 
Pate 


D'autre part nous avons 


OW Ü Wi 0 Wn oW 


poem. do ee 
| 210908011 ABE OI eruere 
8 d — = —m L— 
(955) | dy Ox, OY, i 02; 
WA M PR OI 
= n m —n, 
02 Ox, 0Y; 02, 


0% Ox = 


IW IW 
3: ( ual - (55) — ME ln IDE 
+ — 


dy E y 


| 

| ow aw - À : 
(369) | 7 ji m nm Ss tmn+ me 

| oW oW 75 t 5 

| | = | =n'E+n n + NC. 
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De l'égalité (364) nous conclurons 





du du\° il. 
en 
(370) 
Qu? du\° lim / () ( 
ica (5) =" ! mo dy u un), 


du\® 0 hese - M 
ou ls] est la valeur de (s) à l'origine prise du cóté des z positifs, ete 
Ox} + Ox} + z | 
Si dans les egalités (370) nous substituons à la fonction w successivement les 


oW Auer ow : ; 
.nous trouverons 





















































fonetions $70 one FR 
(we jew a ee ave ale E 
(Fat), age). im ae I emm n + zt] + (a 
9 0 ()? Ü ; 2 j () 3s jq 9 
Fe in I; aj = lim = (m'E 4 m" + mb)y-o— lim|^ r$ 2: 8l (52) 
0a 03 0a dy z-002 dx © dx Pe NE 
Cr). Cw Ü ER [rU mr EO TUS 05? 
T E loo] cm gs Ste) e lim ^^ SE ae uot Is 
1) a 'E " D ol, :] (s) 
| brie. me a Te m^ qs ed Geno lim dy ub dy o T dy 
(J? (J? d () : = ) Im .. ) y 9 
my NY um Prensa timet] Gn 
y- 
g*w |» PW De at ee 5: On" ] (s d 
= S ] E =] ET & z Are . 
Loos). ES zm ay” Sti ep Sexo = 037 À dy la dy 
Si nous avons donné de plus 
(372) ZW —q, 
SAW —— que p, 
nous tirons ) 
| d2? | | üz? rum fT Ox dy 
(373) im ol" ol A ae üm .. 
EC IE üx^|,-9 y=0 0g - OY“! a=0 


Des égalités 
Ul" + m/m" + nn! =o 
ll 4 m'm + n'n=o 
(374) UL + m/m + n'n=o 
U—m' —5n-—1 
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nous tirons 


Ou Om — OU eom TR 
QNS 57 Fd at 
100 na, ; Ayo: 
(375) | Ox Dru dy! dy © 
dm On" - dm ie On" — 
0x da ° dy ' üy 





Si nous supposons que la fonction f (365) admet les dérivées secondes, nous 


obtenons (375 et 366) 



































ol" Ü m! Ü qu 24 ü an" 
dx Ox? dy = dy 
(596) | m ol on ol 
> ———— —2 
37 | dx 0% i dy dy ' 
Jan” om, an" __am_ 
ee gy gu qus 
D'où le resultat 
[ 0? yw (5 W dg dm! fs ow Ww .0m! m wa: 
f PN l| ERE. —- dE rie NES stay af p Um PEN SHALES baie] (hs s / 
| (aes + da? IB dn dg 1 © lays I dy? u "lago 09 me 
| ow 2W .Óm' Ox z Pw 0° | 0§  Óm 3: 
| Ecl De LIST ne CNE use P mE = OF 1 dy ! 
er | aw) le NUR PE He 92W a az 
mern — —=2u8 2 | 3 — = = = DE 2 4 = 
| ae n. ce nu ale, dx 03 dz) + Fare A TED dy 
| oW eW dE Oy Om „Om! 
| (aes iR PAN P+ g— dx ay te ae rm WG dy , 


où nous avons supprimé l’indice o, quoique ces formules (377) se rapportent a 


l'origine P,, et oü de: et dae sont écrites pour lim (| et lim id resp. 
dx dy z=0 \ 0% }y=0 y=0 OY | z—o 
Remarque I. Dans le système (377) la quantité infiniment petite m’ reste 
arbitraire. Dans le cas de la courbe y — 0 (371) on peut choisir l'axe des 2, 
dans le plan des xz, et dans ce cas on aura m' —/' =o, et ce méme résultat on 
retrouvera dans le cas xz — 0, 


Om Om 
= = — 0 


(378) i 2x dy 
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Remarque II. Si l’on pose 


(c dp 
& — 2 n=- / m!-—o, 
3 Oa : Ü y 
Pw ow 


on trouvera que le saut brusque de ~—- est égal à celui de zt 
0x 03 Jy 0x 


Si nous appliquons les formules générales (377) au potentiel d'une simple 


couche, nous n'aurons qu'à poser (199) 


f= N ELS 
(379) | 


(C= = 47 à, On, 
et nous retrouverons les formules (354) en posant 
06 06 

| - | a, | — D. 
0x], Jy) y 


Remarque III. Quant aux hypothèses que nous avons faites ici, elles 
sont presque identiques à celles de M. Porncarn. En effet, nous avons supposé 


1° que la fonction z admet les dérivées du second ordre et que celles-ci sont 








continues; 2° que la fonction o admet les dérivées du premier ordre et que 
celles-ci sont continues; enfin 3° que les fonctions z et o sont telles que les 
limites des dérivées existent et soient continues, ce qui est^le cas par ex. si les 


dérivées troisièmes de z et les dérivées secondes de o existent (cfr $ 44 rem. VIIT). 
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CHAPITRE VI. 
Double couche. 


§ 46. La fonction W;, sa definition et sa valeur limite. Nous definirons une 
fonction W; des coordonnées d'un point P, extérieur à une surface donnée, par 
la formule (cfr. 203) 





E PERS N ii 8 
7 Lee AL 
0% dy 02 


1 
v= Jute 


Wi, == 





- Ss o 
(380) me Jno 
C= no E 


[Iz 


1? + m? + n?=—1, 
où les quantités /mm sont des fonctions des coordonnées du point Q de la sur- 
face, et nous supposons qu'elles sont continues par rapport à 7 au point P,. 
0 
Si nous posons 
u — Î cos V' eos + m cos Wsin 9 + n sin V 
(381) u — À! eos UV cos 9+ u cos Y sin 9 + »' sin y 
tc =A14+ wm vn, 


où Au” sont les cosinus directeurs de la droite P,P, nous trouverons (222) 


lim W;—— W,—Q' 


h=0 
. h 
W.=lim W™ 
h=0 
2% a 
; > [x dr 
(382) yo ja | o(r, 9)u cos? v = 
0 h 
2z 
I ul 
WC I—Uu 
Q' = | 0,(9), I — 2 u, — u, log | —— eos y, leoi Wadd, 
I—W, 2 | 
0 
où c, =lim c', ete. D'où le théoréme: . 


r=0 
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Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour l'existence de lim Wy, 
Z pe E h=0 
est que la quantité W, existe (382). 


Nous definirons une fonction W pour un point de la surface de la maniére 





suivante: 
1 AN A 
0 RTE Ü 

* EE Pete b xe E: MU 
(380*) W= fre ae do mo ip dw p 737 do, 

(208) 

W=—W,—Q 
27 

(383) à ; Um 


—— | A) + u, + u, log E = "cos welt eos? V. d9, 

| 2 $0 | | 
ou la quantité W, est définie dans les formules (382). Par suite, la quantité W - 
existe en méme temps que lim W,. Si W, existe, on trouvera 


1—0 
27 
(384) |) u, cos? V, 49 — o. 
0 
Corollaire. Pour 42 —1,, u'—m, et »' —n,, on aura u',—u, et c', — 1 
27 
(385) .. lim W;, — W = =| 6,4, cos? U, d-9.— o. 


h=0 3 
d 0 

Si les quantités / m n sont les cosinus directeurs de la normale de la sur- 
face au point Q, la fonction W; est le potentiel d'une double couche,! dont le 
moment est 
(386) à f s TT 

Par suite, si on change la direction positive de l'axe des z et si le point P 
traverse la surface, il faut non seulement changer les quantités #2! et u! en 
— V, —M et —w' resp., mais aussi les quantités o,l et m en —o, —l et —m resp. 
Nous supposerons dans la suite que la fonction I, se comporte comme le poten- 
tiel d'une double couche, les fonctions /, m, n étant des fonctions quelconques 


satisfaisant à la relation 
(387) Lem Ene re 

Si on change la direction positive de l’axe des z, et si le point P traverse 
la surface suivant une droite, la fonction W; change de W;, en W,_, et les 
quantités u et uw’ en — u et — w resp., pendant que la quantité c' ne change 
pas (38r) Nous trouverons (382) 





1 Voir H. Porncaré I. c. p. 218. 
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(388) lim (Wis — Wi.) = — Q's + QL, 


h=0 


Q'_ étant ce que deviendra Q' (382). lorsqu'on y remplace o,, u, et w', par —6,, 
—u, et — u, resp. 
Nous pourrons traiter la fonction W d'une maniére analogue, et nous trou- 


verons 


9 — 


5 a » : na : } 
(389) W,—W_ ES «nz + u, log = d cos? Wd 9 . 
0 


Remarque I. L'égalité (388) aura lieu méme dans le cas où lim W, 
h=0 


n'existe pas. 
Cas particuliers. I. Point régulier. Si v, — 0, on trouvera pour le poten- 


tiel d'une double eouche 


(390) f= Hl = gun 


lim (Wn+ Wi_)=29 
h=0 


(391) 


2x 


W+—-W_-=2 | o, (9)d 9. 


H 


0 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


Soit c, — une constante 6, pour o € 9 € ;r, et 


= } » 0. » E S 27 


done (20r) pour u! —=o 


lim (Wis — Wı-) = 2 (0, +0) 
( 392) h—0 
—W,—W_. 
II. Point conique. Si W,—const., on trouvera pour le potentiel d'une 
double couche 
|, = — sin V, cos 9, m, = — sin VU, sin J, nN, — cos YW, 
y' — sin Y, 
cos U^, 
(393) 
- : 
; y' — sin W 
.Q = — cos uU, footsn[sin db, + Mas, d 
5 


| Qs 0; 6, — tg W,(1— u,|) + 
| I— Uy! 
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| -. pour o, — const. et »'» sin W,, Q=— 270, cos [sin v, + 1], et 
EE p PM S 
(394) : > » » D <sinW,, Q' =—2 70, cos U,[sin w, — 1], 
| ~. lim (W;4 — Wi_) = 4:00, cos Y,. 
h=0 


De même nous trouverons pour 7, —o et o, — const. 








(395) Q =— 20, cos? U^. 
395 -. W.—W_= 4x0, cos? V^, 

N $ / 4 - al 
(396) à iu (Wis — Wi-) - (Wi —W_) — Do 


Remarque-II. Les seconds membres des égalités (394, 395, 396) sont inde- 
pendants de la direction de la droite P,P. 
$ 47. La limite de la dérivée première de la fonction W;. Des formules (380) 


nous tirons 








OW; AU EU, @U, oW .0W oW 
(307) tn JE: UMS 


ds dsda ' dsdy' dsdz) “dx '" dy |” dz 
Au v étant les cosinus directeurs de l'élément ds. Posons 


[ ı = À cos W cos 9 + u cos U sin J+ y sin ! — cos (ds, P,Q) 


u,=1cos Ÿ cos 9 + m cos U'sin d+nsin V — cos (N, P,Q) 





u — }! cos U' cos I + u! cos W sin 9 + »/ sin W — cos (h, P,Q) 
€, — A À + wu + vv= cos (ds, h) 
€, — Al + u'm-- v'n — eos (N, h) 

(398) | c=Al+um-+ vn — cos (ds, N) 


I 
3 (ug — ad or) eget = | 





a 
2n ih 
0W;, Ts tdt 
(399) ao oh |a» dira 
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Supposons que les quantités o '/ mn soient, au point P,, continues par rapport 


à r, et soient 


9, (9) = lim o(r, 9) etc., u), —lim w,, et posons 
r=0 20 





(400) u$ =I cos W, cos 9 + m cos YW, sin 9 + n sin V^, 


I 
| I Be 6:3 u NC) E 


Nous pourrons écrire 


(40T) oes “ele 3 "AU = jig ae «| 


110 Wit I by ak 
xau tur e 


I,I, ete. étant les intégrales qui correspondent aux divers termes du 
membre de l'égalité (401), 


27 27 


PER s p « BR En 
are a ie 3 ‚ds | dbi, jfi Ric EIU 


0 
E 
Mais 
lim ("+ 7, - 7, - 2, —0, 
h=0 


h 


mU CREE 
'. pour que lim -j. soi finie, il faut que 


h=0 


2% oo 
B 


(402) I'-— | 0,(9)d9 | 5 tdt =o, 


0 0 


et cette égalité est identique à la condition (326), 


| Spe = [as 9) A cos? Wd d 
(402*) ! 5 
| ACCRU e Go 


er ı—u, 


De plus nous trouverons 


second 
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(403) lim 7" —* [o,(9)(3 utut, — 6) cos wd 9. 
= h=0 a 
0 
Posons 
| L=1,(9) + rl(r, 9), m=m,(9) + rm(r, 9), n —n,(9) + rn(r, 9) 
(404) 


lot + rar, deu (ope rtr, 3) 


où /,(9) — lim I(r, 9), ete. Nous trouverons | 
r=0 ; 


[ty D: BW 








h 
a 
E 2% 2 h ^ 
ye LS Jonas | I 3% Li - cos? y, 
| | | 
(405) ) | EY = dee mal (3 u, wu — c) ) cost v, — 
= = E Me 
f= 3 (59. — e) u$ds — ES) mE 
To 
u = Tem er eo rn 
€, — Ml + u'm 4 vn < 
3 | c — Àl + um + yn, 
E E (h) (n) 
jl + Ey 
| a 
27 h 
^ ^(f , 
m 0,19 vio =} tdt — t) sonda Eee 
(406) 0 Rat 
ii Bien Il — “cost yeh dt 


27 a 
d à 
By — fonda, ta U, U, — c) cos? W— (3 ut us — c) cos? Uy = , 
0 h 
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ler 
t cos Pe 


yer 


ni I 1 ) ) ei 1 
= B® Im += | 0,93 ur u*, — cy) cos? 1,49 + 1, lim yn, = 0 


h=0 


et 
[ Xy — guo 4 gun 
hee p 2 
a 
zT 2z h 
idt loc 
Dr € = 
(o7) | = Je fer — [a iy 
oF ^n LN 
27 a 
Eu — — jan futs 9)(3 u, U, — c) eos? 
0 h 
Posons 
| 1% == C) ab I%) Je [o9 
s 1 u 6 
8 
(408) | Bm EQ) + EU 4 BO, 
Ss 4 UJ 6 
| _0W; f 
OS 
0 
(409) | 


a 





| 


Nous supposons (cfr. 404) 


(2 


[ lim o(r, 9) finie, posons o(r, 
r—0 
lim v(r, 9)» » Wr, 
r=0 
(410) . lim Z(r, 9) » > Ir, 
E r=0 
lim m(r, 9) » » m(r, 
| r=0 
| .. (387) lim n(r, 9) » » n(r, 
r=0 


AE (387 UG +m + n, er 
(411) Ll, Ar mm, + nn, — © 


) 
| 
| 


27 
[jou — [af te. 9)(3 14, t, — c) cos? W — o,(9)(3 u us, — Co) eos? W,} — 
0 À 


dr 
ri 


9) — o,(9)--o,(r, 9), lim e, — o 


r=0 


3) = (9) + Vr, a), lim W, Ex) 
r=0 


- 9)=1,(9) +1, (7, 9), lim 1, =o 


r=0 


9) =m,(9)+m,(r, 9), lim m, = o, 
r=0 


9) — n,(9)4-n,(r, 9), lim n, — o, sin z o, 


r=0 


r -— 3 
ll, + mom, + Ron + _ (B + m? + n?)=o. 
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Donc nous trouverons 





: 2z 
I,—lim I) = nca cos Woods 
0 


h=0 
27 
(412) L, lim 1 — f EL) Wy (9) E cos? d. 
: ! 
27 
| cui = ELE cos? V, d 3, 
= 
0 


où A a le méme sens que A’ de la formule (327) pour 2,—/,, u.—m,, v, — ny, 
E» » > py HE, ON » (324), et 
AND) » bou A » (327), 


À 
1] 
| li ie je oy actin 0,(9) (3 ulus, — c,) cos? Wd 9 
| h=0 0s a 
(413) | , 4 
E,— lim EU 
| h=0 
I.— Iw I, Lo. 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 


NS SECULI REM Qu 4 at 
Théorème. Pour que lim Nr soit finie, il faut toujours que la condition 
h=0 


(402*) soit remplie. Dans le cas particulier, défini par les formules (410), à faut de 





plus et il suffit pour Vexistence de lim is que la quantité E, (413) existe. 


h=0 0s 


Remarque I. On peut écrire 


27 
* (414) In + 1, —— [69 A cos? bd, 


0 


A étant ce que deviendra A’ de la formule (327), lorsqu'on y remplace 4,11, v, 


par J,m,n, resp., où 


(415) Golo— Cole + Color Gui Og + Colles Co — Col + Goto, 
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Corollaire. La condition que la quantité E, doit être finie peut être rem- 
placée par les deux conditions suivantes (cfr. 330): 


27 
i -f Gy (9) (3 u a2, — 6,) cos V, + 30, (9) V (9) C*) cos? v, d.9 — o 
‘0 
E',= lim E'% — une quantité finie, 
h=0 v 


(416) } = 





O=vu, + mu + (Co — 5u113,) sin V, 





27 a 
LE [eos P 9 [een u5 UW,” — c!) eos Wy + 30, (9) U^, (r, 9) Qa 
| 0 h 
et 
o! — os, + 0, l, etc. 
(417) ci AD + um! + yp 


ul’ — [! cosy, cos 9 + m! cos V, sin 9 + n! sin U^. 


Le cas où le point P est situé dans la surface peut être traité de la même 
maniére. Nous trouverons 


( OW 


2 
I 
m Hig + Js + 3 Je 69 (32,92, — €,) cos? v, d.9 


Js = Jn + Jé + Jo 
Jn=— Jo. B cos? ud 9 
(418) 0 


Ir 


Js = —[0,(9) V,(93) I cos? Yd 9 


[2 
0 


gom fa (9) B cos? W,d9 
| 0 


sous la condition 


(419) Q'. = Qs, 
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où Ba le même sens que 1’, de la formule (315) pour w, — u2,, u, — ue, c! — €, 


JI ASSUM » » Is, » » » (oro) stude MU PIC NC 
v=, et V— Nn, 
By > » > oy ate oy 5. » (aims UN un un Clem. 


Corollaire. Pour 4'— 4-1, W"=u=m, et »— y —n,, nous trouverons 


(cfr. 333 et 416) 


. 4 
(420) lim URGE m. 


Le changement brusque de la dérivée, lorsque le point P traverse la surface, 
s'obtient en changeant les quantités o, V, A, u', 1, m et v en —o, — wv, — 4, 
nu —l, —m et — v resp. .. %, u, c, et c changent en —u,, — w', — e, et 
— c resp., pendant que u, et c, restent les mêmes. En désignant les deux côtés 
de la surface par les signes + et —, nous trouverons (409) dans le cas général 
(421) pup 


Dans le cas plus particulier (410), nous aurons (413) 








i Wh )W;— (, 9) A a AG I A| pur ! 
lim |! wot ( | f [0,(9).4 4. + 65 (9) A's] + [05 (9).4— + 6, (9) A]. 
(422) : = 
. cos, d 9 fe (9) , (9) (E, — E_) cos? w,d9, 
0 1 - 
sous la condition (cfr. 402*) 
(423) iln 


Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant: 


; Me ne CG PO 
Théorème. Dans le cas défini par les suppositions (410), lim = est finie 
h=0 





so vios N ; DON. 
ow infinie en méme temps que fon = , pourvu que l'égalité (423) soit satisfaite. 
h-0 





Remarque II. On trouvera de méme (418) 


OW. IW_ 
(424) i d. et 4e, 








pourvu que 
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(425) Q' s+ "x Qi = Que E Q.— . 
Cas particuliers. /. Point régulier. Supposons 


VU, = 0, 6, — une constante 

o, l, + Cole =a, cos 9 + b, sin 9 
(426) | GM, + Co Mo = a, COS 9 + b, sin 9 

GN, + Gy) Ny = a, COS 9 + b,sin 9 


V. (9) =acos? 3 + 28 cos 9 sin9 + ;sin?9. 


Done nous trouverons (cfr. 402*, 416, 413, 338 et 335) 


I'=F,=0 
. OW; be 
(427) | au Qs = E, 10 I; IE a (Co 3 I Ny) 
IJ, — — 476,4 (al, + Bm) — 476," (Bl + ym) + 47 0,9N, + y) + 


+ 27 (Aa, + ub,) + 2zc (a, + 5,), 


x 


et la seule condition à remplir est celle que la quantité E', (416) doit être finie. 
De plus nous trouverons 





| lim 


Be Ws. 
(428) h=0 


ds ds -|- 80, 4 (el, + Bm,) — 8zco u (Bl, 4- y m,) 4- 8o, v n,(a 
+ y) + 4z (las + ub,) + 4zcv (a, + 5,). 


Remarque III. L'égalité (428) aura lieu sans condition additionnelle. Mais 
pour que les deux limites existent elles-mêmes, il faut de plus et il suffit que la 
quantité Z', (416) soit finie. 


II. Point conique. Si W, = une constante, on trouvera pour le potentiel 
d’une double couche (cfr. 303, 402*) 





|, = — sin, cos 9, m, = — sin VW, sin Ÿ,n, = cos U^, 
0 Fe : Ba. ^ © 
(303*) u, —=0, u) = UCOSY, + »vsinV,, où w = 4cos 9 + sin 9, 
| qm y' — sin W, ; 
c? =tgW,(I- uw) -E———  ,6,=-usinW, + 7/08 U/ 
:— tg. o) cose E Vo Vs 
27 
| 2 ucosW y' — sin V) (v sin V, — c 
I'= cos vi | o. C9) Je sin U,) —— u = Vot T ees) + 
: | (1 — uw? (1 — wu 
(429) < 0 
y — c, sin W 
| ar N add. 
I— WU, 
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Si la fonction o, est constante, on trouvera 
(430) Jf. — re 


0Wa. 0W,- à as 5 : 
: — | est toujours finie en un point conique, 





d'où il suit que lim 
h=0 


pourvu que le moment de la double couche soit continu. 


Remarque IV. Ce même résultat (430) aura lieu, si la fonction o(r,9) est 
discontinue suivant l'axe des x, de manière que o,— une constante o, pour 
o< I< w et—une constante 6, pour #< 9 € 27, pourvu que W=u=o. 


$ 48. La dérivée première du potentiel d'une double couche. Nous supposerons 
dans ce $ que la surface admet, au point P, et en tous les points du voisinage 
de P,, un plan tangent bien déterminé, et nous prenons la direction (I mn) 
suivant la normale qui passe par le point Q.. Done nous aurons (411) dans le 
cas (410) 








T ons 3 © 
(431) d; es = 05 ben = = (P + m? + n°). 


L’equation de la surface peut s’écrire 


(432) z=rtgy, 
ez Oz ; ase 
et en supposant que les quantités Ir et a9 soient finies, nous trouverons 
; , We 
(433) us =lcos Ÿ + msin 9 = —n pde 
2 dr 
Supposons 
(434) lim (r^^) 
, | EC 
#4 Fold ce 
= d ui 4 
| s.d, =—2W, cos 9 + 7 em sin 9 
(435) P 
— — . dw, 
m, =—2 YW, sin J ——— cos, 
i 9 
| 2.4, =I, cos 9 + m, sin I = —2 V, 
(436) 4 - = - du, du 
| €, 75 Al, + um, + vm, = — 2U,u — 15 95’ 
où 





(437) u — À cos Ÿ + uw sin 9, 
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Nous trouverons (402* et 416) que les conditions nécessaires et suffisantes pour 


i 220 W; 
l’existence de lim n 


n=0 ds 


sont 








1 — joo) |= EU eh Jao =o 


(Gane Se 


(438) À Fe=|{o0(9)[3 0 (9) w+ el + v0,(9)}d9 — o 


| 
0 
27 a 


B > 


5 dr woe 
E; = — lim la J | [0,(9) (3 wu! — c1) — vo, + 30, (9) Wu] > _ une quantité 
h=0, E 
0 h 





finie, où 
o(r, 9) — 0, (9) + r6,(9) + ro,(r, 9), V —ru(9) + ru, (r, 9) 
I=rl,(9)+rl,(r,9), m=rm,(9)+rm, (r,9), n=ı+rn, (7,9) 
(417*) u'— 4 cos 9 + u'sin 9, w! —l, cos 9 + m, sin 9 
€, =A + uu. + v», ei — AL, + um, + vn, 


lim 6, = o etc. 
r=0 


Cas particuliers. 1°. Point régulier. Supposons 


| U,— «cos? 9 + 2f cos Isin 9 + y sin? 9 
(334) 6, — une constante 
| 6, — a! cos 9 + b'sin 9, 
aaa) [ .. 1, — — 2 («cos 9 + Bsin 3) 
3c = ; 
pe lm, — — 2 (8 cos 9 + ysin 9). 


Des égalités (426), (427), (431), (334). (439) et (338) nous tirons 





(440) a, =—20,a, b, =— 20,8, a,— —20,B, b,— —20,y, a, a, b, —b', 
(427*) I, =a (Aa! + ub) 

s (i. Mars Suis je oe Namen a 
(428*) lim | ds ds = 4a (Aa! + ub!) — 4n "SE 


où ds, est la projection de l'élément ds dans le plan tangent qui passe par le point P,. 
Remarque I. On retrouvera l'égalité (428*) en appliquant la formule (364), 
sj l'on pose (391) 
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(441) © 
| Remarque II. Si, 


(b — A47 0n. 




















dans les équations (367), nous posons (428*) 














EE > „Pu > Cian CRE 
442 $—4m s ES Co, ou 10 — 7,0, 
nous trouverons (377) 
a (ot 0? W; 
h=0 Ox? Ox? 
Bes rae 02W— Es er 
ae) A-0 \dudy dx dy ^ dx dy 
3 2 
e lim PW P Wie 8z« de + 870 QUE 
n=0 \ Ox dz dx dz dx Sum 
um PW OR M 7 (ge Pu - 
leo dz A Ip)’ 


où tous les termes sont pris pour r=o. 


2°. Le point P se meut suivant la normale. Nous trouverons (324, 327) pour 
v=l=uW=o, 


y '— 1 


| E = 8, u, — 2,1, —20— (9, Uy + v4u,) (7 — 3log | 





(444) ^ à 
: | A= — (3U, U, —c) log > + Yi V, + C— 4U,U,— 2 (1, Up Je 1,14), 
2n ES 
acc fn KA Ho ai fra 9 
7 E ER af = == = 
(445) _A=— (3uu—c)log- +e—4uu—2vu 


N 
| =—4v—u(7 + slog 3] 





Al vlog * +2/— 2, 
d’où il suit (436) 


(446) ^. lim ( Wir 9 a | = Jonas, 
=O 





pourvu que (402*) 





310 Henrik Petrini. 


27 


(447) yy | «cn ud 9 soit =o. 


* 
0 


Corollaires. Nous trouverons (446, 437) 





: OW n+. d W;- " 
(448) bel = 
et (420, 438) 
M 
(449) lim ine OW = | e end 9. 
n=0 02 Un 


Pour l'existence des deux termes du premier membre, il faut et il suffit que le 
I 1 
second membre de l'égalité (449) soit =o et que (438, 411) 
27 a 
(450) lim |dJ9] 6, (7, 9 un soit — une quantité finie. 
1 3 { 


h=0, 
0 h 


$ 49. Dérivée normale. Théorème de M. Liapounoff. M. LrAPOUNOFF a 





; , c : Le 6 + ON 
démontré dans des cas très étendus que si l’une des deux limites lim Fe et 
h=0 
2 0W;. 5 5 , : , E a 
lim - - existe, le point P étant situé sur la normale qui passe par le point P,, 
h=0 dz 


done l’autre limite existe aussi et est égale à la première. Ce théorème est 
déduit dans le § précédent (formule 448) dans le cas défini par les suppositions 
(410) et (434). Nous étudierons dans ce § plus en détail les suppositions qu'il 
faut faire pour la déduction de la formule (448). 

Posons dans la formule (399) 





(451) N= =A =—u—o, 7 =v —=1, limo—o,(9) et limy— (9), 
r=0 r=0 





a 
2n ^ 
0 0W; I f © ip c tdt " 
mca je nis rta 
0 0 


(452) f=3(qsin YW — 1) (u,q cos W + n,q sin  — n) " —n 


u, —lcos 9 + msin 9 


ee /73 i = = n == 
| 4 V q 2gsmt-rr,g cos W 


, 
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- [— — — 3 (q- sin V' + x) (uq cos V/ + nq sin V + n) EM +n 

(453) . zZ 
g —Vg’+zgsinv+r, 
a 
2S0 CM. j 
" . € ie Vn— pa IG G = 9) (+ f- 
(454) 2. ja jJ] DES) 2 al tdt. 
0 0 


Nous étudierons séparément les deux cas: I w=o, II W<o, w=o. 
I. Surface plane. Dans ce cas 

















di (m = Bi, dr 
Posons 
(455) p—Vt Xr, 
GP 
ES DO 2 
fs = je p? I, 
SORS ORAE 
(456) "eunüzits [Tz 
A AVIS 
Pour l'étude de lim j; nous posons 
h=0 z 
2% 
(457) et) = [oe ad, : 
0 
a 
h 
, US. 3 Gt. 38 
(458) Eee fen (ep) ee 
0 3s 
Posons 
(459) e — 0, + 0, (r), o, — une constante, lim 9, — 0, 
r=0 
0 W; : 
ign —Zn— °° Tg lim Jj. 
a 
(460) h 
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Aix: : se: ll, 2; ; à 
d’où il suit que l'existence de lim ae dépend de l'existence de lim Z,. 
h=0 2 h=0 


Nous supposons qu’on peut écrire 


(nen) I 0, (r) = plh) q, (h, t), pr (, (h, t) = une quantité 
| 7 finie et déterminée — W(t) qui est =o, 


[ a 


h 


| rZ. — Bu | qu (h, t) | es 3) tdt 
(462) Ed pp 
0 
0, (h, t) = (t) + Wh , lim nh EI 
h=0 


RP AYO LE " nag ‘ 
Si lim pie est finie, nous retrouverons le cas du $ précédent, et il nous 
h=0 ( 


faut discuter seulement le cas, oü cette quantité est infinie. Dans ce cas la 
fonction Q (f) devient infinie d'un ordre qui est plus petit que l'unité, lorsque ¢ 
tend vers l'infini, 

a 

h 


..lim | p, (h, t) a= am 3 idt = une quantité finie — 7, 
s D» à : 
0 


N (1 + Ki + ap), lim sg = 0 


Ü h=0 


1 o6 
2; ES 2 age, 
I | ow) I 2 tdt + few iE p Pr dt 
0 1 
h 
Ip = | q, (A D 


Pour que lim Z; soit finie, il faut done que la quantité 
h=0 
K = lim K; 
h=0 
soit finie et — — 7. Posons 
Pp, (A, t) — qut) pa (h^; t), lim q, finie pour ht<a, 


h=0 


t= o 
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et supposons que la quantité 9, (t) ne change pas de signe pour t > une certaine 
"quantité ww, 


: E 
; dt 
s Ki, — Pm | Po (t) e , 


1 


où Pm est une valeur moyenne de (5, 


où $,—limqgy,. Pour que la quantité X soit finie, il faut done que l'intégrale 
h=0 


Le) 


iz (5 soit finie, 


1 
ou, ce qui revient au méme, que l'intégrale 
x 
» di DM 
(463) | 0 (t) qo une quantité finie. 
i 
Dans ce cas nous aurons la condition 


o 


I 3 
6 Qt 5-3 Vid Or 
(464) { or 3] 
0 
On voit sans difficulté qu’on pourra énoncer le théoréme suivant: 


Théorème. Soit la fonction o,(r)(459. 457) développée de la manière suivante 





pour r — ht: 
0. (r) = ff; (h) AC (1) T$» (h) X, (t) de seo Sp Up (h) Xn (f) + Pn+1 (h) Xn+1 (h. 1) 
- Pal 
lim ——=0 pour v=1, 2, 3--- n 
(465) {n-0 m | : 
lim Pr) infinie. 
n=0 À 
Pour l'existence de lim E dans le cas d'une couche plane, il faut que Von ait 
h=0 
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» | | X, (t) e$ tdt =o pour y —1, 2, 3---m 
(466) | : 
| p—Ve DET 
| h 
| pe en) Be (A, 1) I5— = tdt. 
6 h 3 p p 
(467) 2 





. OW; 2 
lim —— = lim Z =, 
| n=0 02 h=0 a 


Si le développement de la fonction o,(r) peut être poussé jusqu'à une valeur de 


S 


n telle que 


lim Pn+ı (0 


Ges) h=0 h 


— une quantité finie, 


il faut de plus et il suffit que l’on ait 


a 
h 
lim (x lt M UTE 
(469) de | X» (ht) — une quantité finie. 
B h=0 = 
1 


Nous demontrerons maintenant le théoréme suivant: 


Théorème. Si une fonction M(t) va toujours en augmentant ou toujours en 
diminuant, lorsque la variable t croit de zéro jusqu'à l'infini, l'intégrale 


E I 3 
(470) Z— | D(t) E = 5] tdt est 7» o. 
0 
En effet, 
He we a 
(471) | 5 PLE LA 


I 3 4 
(ib === p est =o pour 4 — V2 et ~o pour o €f s V2, 
: " : 
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. la 3 , 
(472) SoA =e = tdt dus a tdt>o. 
2 


Si @(¢) va toujours en augmentant, nous aurons 
V2 o6 
(473) z- [wo 7 tdt « 0(V2)Z, « | @(t) É x idt Z, 
0 | Vo 


et nous trouverons un résultat analogue, si @(t) va toujours en diminuant. 


Corollaire. Si la fonction o 


S! 


(r) va toujours en diminuant, lorsque r diminue, 





: : : … 0W, 
il faut et il suffit pour l'existence de lim us 
h=0 
a 
din ae AL ene m 
(474) (010) qi soit = une quantité finie, o, = lim Or 


0 


Remarque I. Si o, — 9, + ro, lim o — une quantité finie, la condition (474) 
r=0 


; : : ; OG, ^ : 
est nécessaire et suffisante pour l'existence de lim "XE méme dans le cas oü la 
h=0 


fonction 9, ne va pas toujours en diminuant. On trouvera 


a 





(475) lim 2e = D — (2 — log 2) @ + | 0, (r) ae psum 
h=0 08% a ) ? r=0 


0 


Il. Surface courbe, lim 4 = o. Dans ce cas, le plan des xy est un plan tan- 


r=0 


z : su db dw 
gent de la surface, méme dans le cas où les quantités —- et 


SE 
— n'existent pas 
dr €" 93 p. 


toutes les deux en ce point. C'est le cas par ex., si 


x. um 
(476) U/ = ra sin = Oma <i, 
, D 
ah Pe : rdw PN Tech : : : 
oü. méme lim “gp | n'existe pas. La définition d'une double couche implique 
r=0 r 
Vexistence d’une normale bien déterminée à chaque point, mais cette exi- 
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stence n'implique done pas du tout l'existence des dérivées premières des coor- 
données. Nous nous placerons dans un cas plus général, si nous ne supposons 
dw ow 


dr et jg» Comme nous l'avons fait dans le § 48. 





pas l'existence des dérivées 


Mais nous supposerons seulement que /mn sont des fonctions quelconques qui 
satisfont (efr. 431, 432, 433) aux égalités 


l 
| 
| 


lim Ww, — une quantité finie (cfr. équ. 434). 


r=0 


2 JrypeeE CO On os Hy es SE 


(477) 4, =l cos 9 + msin 9 — — mn |tg V + _ T 


Nous trouverons (454) 


a 





27 h 
Wi, 1W— € P 
ee Ee [as | Feat, uno 
dz Jz h 2 : 
0 0 
FP — 3(gsiny—1) (£75 + 1| 2 — 3 (sing + x) (£55 1) 7, + 
319° aren Wie Les cosy  ]q* 
I I 
3p ^H T rs Fb, "P TE 
HAE C 


où le premier terme du dernier membre renferme tous les termes qui ont uw, 
pour facteur commun. Nous trouverons pour la limite de l'intégrale correspon- 


dante 


ox 
27 


€ | 
7, lim, | dj | WP Wy tdt=— 4 [we 05 (9)d9, où 
h=0 
0 


0 0 
uy (9)=lim u(r, 9), L°(9)=limwy,(r, 9). 


r=0 r=0 


De plus nous aurons 








rg te 


d'où nous tirons en développant 
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p? 
1 =16) l— 4) d 4 = xu» limp Pr fire. 
: p D [— o 
Posons 


| 2x h 
| mp; fao fu F, tdi, 
i h ^ 
(479) \ PIN v 


: OW (re 
Dr 02 





— I, IU + x, lim m= 0; 
h=0 





TUNE 20 (War  0Wnd a, M M 
par suite l'existence de lim (at | dépend de l'existence de lim 74. 


h=0 
Posons de plus- 


V — q (r) di (r, 9), lim v, finie= wp, (9), 
~=0 


pr) = qu 0) Ps (1), à 2 (It) finie — (I) = o 
1—0 


(480) 
o AE e pu or dof u y v ply, a 
2 yu Bi 172 
Si lim E est finie, nous retrouverons le cas du $ précédent, et si lim ae 
h=0 h=0 
est infinie — ce que nous supposerons ici — la fonction @(t) devient infinie 


d'un ordre qui est plus petit que l'unité, lorsque ¢ tend vers l'infini, 


| m 
"ais ee Ps oe — 
(481) 


0 0 
c 2 
= I) W, (9 Yt) [2- 2| zm — une quantité finie, 
Dad; 
0 
(482) SUD o i09 (y + 12), lim nn = 0. 
E h : h=0 
\ Pour que lim /(? soit finie, il faut done que 
h=0 


(483) I soit — o, 
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d’où il suit ou que 


(484) O= | u, (9), (9) d'9 =o 
0 
ou que 
c i 5 | dt 
8 — Diez — — 0. 
(485) R= fou: As = 
0 


Nous aurons 


par suite nous trouverons, comme dans le cas précédent (cfr. 470, 471, 472 et 
473), que si la fonction ®(t) va constamment en augmentant, /, est o, 


.. lim /^ infinie. 
h=0 


Pour que lim / soit finie, il faut done que 
h=0 


lim v. (8) soit finie. 
n=0 À 


D'où il suit que si nous posons 


(486) W=r V, 


il faut que lim w soit finie = (9), . (t) — t, 


r—=0 
8 S. JT. = , 
(487) 3 
= . 0W; 0 W;- f € 0 € € 
(488) vam Fe - E. ]- j CL WR (9) + v (9149. 


u 


L’egalite (477) donne, pour 
dL, Smyth qu em Mam 97, 
r=0 
i, = (vr in) 


lou 1 héorè a U + Wo = Uy + 2 Wo; 
dot le theoreme: 


Théorème. Si les fonctions Imn satisfont à la condition suivante: 
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> Y gu 
u,=1l cos 3 + msin I — —m|tgw + — 1 


2 eos? Ww 
(477*) We FRET 
lim ', = une quantité finie, 
r=0 

si l'angle V va constamment en diminuant, lorsque r diminue, et si la quantité © 
(484) m'est pas nulle, la condition nécessaire et suffisante, pour que ; 








mee [rO2 077 IE rss 
lim BECA I ^— | soit finie, 
h=0 dz dz 
est que 
JU (1,7) VE 
(489) lim eoe est. finie. 
3 en 


Si, de plus, les fonctions Imn satisfont à l'égalité 








(436 *) : U + 2U,— o, 
donc 

. [OW QW. 
(490) tim | Wes dz | 


Remarque II. Dans le cas ot la condition (477*) est satisfaite, la con- 


7 0 W, eb. 
[ — 2 et cette limite 


dition (489) est suffisante pour l'existence de lim Az AE 


h=0 
deviendra — o, si l'égalité (436*) est satisfaite. 
De plus, nous trouverons, en supposant que les quantités v et v soient 
finies, | 3 
a 


: 27 1 22h © 
1 (^ = fe . p 
X aao jn sm as + fav fu [@sin U) 
E € à y 


cos uU q'? 





cos uU g^ 
D : 
0 oi 


2x à 27  h 
— Ets Ww, dt + 3faof V, cos? v sin yo + Je Ju eS ++ 
0 h 0 ( 
27 27 a d 27 h 
I — 1 ava TM n E RAT 
3 ILL = ajos — W)d9+3 d9| ud, cos? U'sin Ur + 2 | u [5 pleat 
0 0 h 0 0 


+m, lim y— o. 
h=0 
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D'où le théorème: 





Théorème. Si les conditions (489 et 477*) de l'existence de lim | De 
L0 


7 | sont satisfaites, la condition nécessaire et suffisante pour l'existence de 


OU Wy, 
lim ——" est que la quantité 


h=0 dz 
2xz Rh 
a oo nf I 3 
Z lim — VS) Ze ; A 
(497) eas jJ J^ m) (D) gy idi 
01 MO 
existe, 


ce qui est la méme condition (460) que pour une surface plane. Si la condition 


(436*) est remplie, nous trouverons 


"EO, 2 OR 

(492) lim —— — Z + lim 3 /d9 L (7, 9) W, (r, 9) cos? v sin Ww zum 
2 en WR h=0 ~ | 5 T 

0 0 


vt 


Remarque III. Si 





à did o. ow ; 
Fr et 23 existent, done U, = 3; dans le cas d'une double 
: ; E 





couche, 
[ 27 a a 
. OW SRI UT 0 cos? i d i dr o 
- lim — = — lim [43 | u(r, 9) — — + Jo (r) ——??, en supposant 
A-o 02 h=0 | Or + r a 
* 0 h 0 
(492*) 


27 


| Judo e + re, lim 9— o. 


r=0 


$ 50. La méthode et quelques résultats généraux. La méthode employée dans 
ce mémoire peut être décrite en deux mots de la manière suivante. Pour l'étude 


de l'existence de la quantité 
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h=0 


= | I lim 7, 


(493) 


Leo n RCM 
| nci Jreinar, 
0 


nous posons 


(494) r—ht,. 
et nous developpons 
(495) f (hi, hk) — ccm ;P, 


oü les quantités f, et P restent toujours plus petites qu'une constante finie pour 
t>1, et où les fonctions f et f, sont telles que les intégrales. 


fiona et [i o<x<1<w<?, 
0 % 


restent finies pour toutes les valeurs de h>o, les constantes z et w étant indé- 
pendantes de h. Puis nous écrivons 


(496) nn ht, dt + Ji h|qt +] Jac s jJ = 


Pour des valeurs suffisamment petites de A on peut (493) prendre la constante w 
assez grande pour que le troisième terme du second membre de (496) devienne 
quelque petit qu’on voudra, 


[ As 1 — lim In=K + Q 
h=0 
K — lim K, 


h=0 


í dr 
Ky fi 

E 

5 r 

| mo 
Q — | i. (dt fo Apa 
fo (t) = lim f(ht,h) 

h=0 


f: (t) — lim f. 
h=0 
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322 Henrik Petrini. 


La quantité Q (497) est toujours finie, par suite la condition nécessaire et suffi- 


sante pour l'existence de lim Ij est que la quantité K existe. 
h=0 


Le plus souvent, la quantité f, est une fonction de r seulement, 
a 


(498) DE Kk, — [f 0) 


h 


dr 
(a 


Dans quelques cas, la fonction f,(/) devient infinie pour f= x sans que l'on 
sache à priori, si la quantité 

10 
lim | fat 


h=0, 
0 


est finie ou non. Dans ces cas nous avons cherché une fonction H; d'une forme 


aussi simple que possible et telle que 


10 


lim Ju Hy) dt 
=} 
0 


est nécessairement finie. La condition nécessaire et suffisante pour lexistence 
de la quantité Z est que la quantité 


(499) lim (Kj + H5) existe. 
x h=0 
RT 
Pour la dérivée de ds du potentiel d'un espace à trois dimensions et la 
Dj 2 


1 


= 


deaur f N - 7 : TUE : 
dérivée js d'une simple couche, K; est ce que deviendra la dérivée au point 


considéré P,, lorsqu'on décrit autour de ce point fixe une sphére de rayon h et 
éloigne toute masse qui se trouve à l'intérieur de cette sphére. 

Si la droite P, P, P_ coupe une surface de discontinuite, et si les distances 
P,P; et P,P- sont égales (— A), nous avons trouvé que la quantité K; reste la 
même pour les deux points P, et P_, de manière que la différence des valeurs 
de la dérivée aux deux points a toujours une valeur finie pour lim 7 — o. 

Quant aux dérivées secondes d’une simple couche et aux dérivées premiéres 
d'une double couche, nous avons trouvé qu’il faut satisfaire à deux conditions 
pour leur existence (cfr. équ. 326 et 331), dont l'une dépend seulement des 
valeurs limites pour À — o des quantités considérées. L'autre condition consiste 
en l'existence d'une certaine quantité Ws (317) et cette quantité prend la méme 
valeur aux deux points P, et P... Dans ce cas nous avons fait la supposition 
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que la fonction o et l’angle 4 que fait le rayon vecteur P,Q avec le plan des y 


| puissent s'écrire 


9 — o,(9) + ra (r, 9), lim o finie, 
r=0 

(500) ; E 198 

YW=wW,(9) + rU (r, 9), lim v finie. 


r=0 


La supposition (498) a été discutée plus particulièrement dans le cas du théorème 
de M. Lrapounorr ($ 49). 


Table des intégrales. 


p=Vs*—2su+1, A= = en Be = 


Gap Gap ^ 7 —u)p * 
Tes = log (p+s—u). 


PERS Us: - 
ie (1 — w?)p 











| sds us 
TENE um = 
s°ds (2 wW—ı)s— u 
iz log (p-- s — u) + rar 
sds _ (4 u? — 3)us +1 zu 
Fit pt+3u log (p+s—u)+ Ban 








ds S—U E " 2 | 
DS a) lup 
sds __ sU—I " 2u(s— u) 
BEE GI 


stds (2u*—1)s—u (I+u)(s—u) 
f 3(1—w)p 3 mr 

















stds  (4u9—3u)sct1—2428 if (32 —u?)s--3u? —2wu* —3 
iss rer: 3(—wyp 
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“stds (Sut— 8u?+1)s+(3—4u")u 
— = log (pi s—u) + — ee zi: 
| p g (7 ) 3 (1 — v2) p® 
2(7u*— 4u'—2)s+2(5 u?—2u'—4)u 
"E 212 
3(r ur)’ p 
(AUS ce (16 u — 20 U3 + 5)s + 8u?—8ut—x 
Qo = pt5ulog(pts u) + CT DE 


hi (50 u? — 28 u®— 20u)s + 28 u — 8u5 —28 u? 4- 6 | 
3(1— w*)’p 


















































| ds Ne s 
p 5 
s E m u(s —") p 
p 5p? 5 
| s’ds 27 $—1 4 EN (22 —1)(s—u) p 
DD 5p 3 5 
3 Be ane — 
E = A = qu = I ls le (41) — 3 u)(s 0 p 
J 2 3p 5T 5 
[^ auld Su°— qu RU 2 (8 u?— 2)(s — w) 4: Se —8u?+ 1)s-u)g 
p' 3p 5p (1r—w)p 3 5 
E C Lae d 16 dus su rf 5u I= u) , rou(2w* — x)(s — u) 4 4 
ep p 3p 5p (1—w)p 3 
E (16 u»— 20? + 5u)(s —u) p 
5 
[05 togtpts uj 6u 32 ne” 32 Me ee (ce Or i 
p p 3P 5p (1— w?)p 
+ (48 ut — 36 wt 3)(s— u) T (32 u5— 48 as u? — x)(s— u) B. 





== ce E a à - G [a =, 
A*-pu? —L, 2@=A24+ 072+, w—Acos9+usn 9, z^ y —Vx? —L. 


Les dérivées premières et secondes du potentiel, 



























































DE 
ahs Ü 2 7L ZICHK 
(u) dn v ys 
0 
27 : 
US. sel) DU LR QUES 
(a)? BE OT URS 
0 
27 > B 
cos9d9 | Ü 2 2754 
(x—u)? dh» pe 
0 
ix : 
sindd) 027%: 2su 
u: du v - »? 
0 \ 
| 22 " 
cos Jd) r 0 27h 37x 
(x— u)? 20% 49? ye 
0 
2 m 7 
sin dd IO 270w 3.700% 
(u): 2x pe m 
0 
27% a 5 
cos 9d 9 27d 270k [4 
— 3 dx -—|-—r 
z—u y & xw 
0 % > 
27 ao 
sin 9d 9 2 Uu 270 [% 
= 3 de = =— I]: 
z—A Y bow 
0 , z 
27 É = 
cos Id) 21 Op | 2 ICE 
(Ku): Uds p» 
0 
27 : 
cos J sin J ,, au [4 2 Aux 
GS = 79 s [fis EINE 
Gu) GENRE Sr 
0 
2 us 
‘sin? 9d9  2a(4*—u*)[x | 2 zu 
kp Pow dt tw 


I 


0 
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27 
"cos? Jd9 — a " Zul: 
| (x—u)$ op y? 
0 
"cos J sin 9d9 - | 3 ach 
55 (x— u)? y^ 
2 
27 
'sin*-9d9 . s “5 TU 
| (x—w) 1 ye 
0 
27 
cos? 3d9 zul — u*)z [x 2 jt 
I ns pa at Cy 
0 
27 
"cos Ysin IdI  qurkuz|z 2zchu 
| X—A E I 1) bv 
0 
27 
“sin? 949 — za(u? — à3)x [x | 2:20 À? 
lies N t B ds by 
0 
27 
"cos 9d9 ax o. we 24À(4*—3420) 2x2 
| Gun es SE SEES Cy NT 
Ri 
27 
cos?Jsin9d9 Arulu?— 34°) [x | 27:5:(34?—u*) | 2z:À?u 
[^ (EET or =; BL Cy mms: Cys 
0 
272 
cos J sin? Idd — 4zA(À—3u3). [x 27th(3u®—A*) | 2Au? 
1 (xm c cape 77 ah i) + by Cy 
0 
of 
sin’ 9d9 WW a Aa (ee 2 TU 
if ee ER 
0 
27 
cos’ IdF  2suÀ,., SE sch(z? —M)x | 39x 
I ae RS \(; 1) d war. mnt C» 
0 
27 
‘cos? 9 sin 9d9 — 2::u(34* — u?) [x 37th? uz 
| (x— u)® GS ( Gus 





0 
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ae ES. : 
cos 9 sin? IAI — 2z2(3u* — 43) [z TA(48—3u3)x | 32ÀAu?x 
{ ane er em TS 
0 
27 
Ke 349 M. ze (nl. | i a) ES gas 
(x — u)’ ce y C298 y^ 
0 
2z à 
"cos? 949 2A — 3x2). 2x4 xl + 3 u?) 


0 


27h ux mul —u?) 








27 
ms 3 i j ]28— n3 
pe 9 sin 9d 9. 2au(3h u ae 2) + 





















































Li». BE ey," E 
0 ; 
2z 
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THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 
LINEAIRES HYPERBOLIQUES ET DU PROBLEME DE CAUCHY 


PAR 


JACQUES HADAMARD 


& PARIS. 


Les équations dont nous nous occuperons ici sont les analogues de l'équation 
des ondes sphériques, étudiée par Poisson et KIRCHHOFF, et de l'équation des 
ondes cylindriques, étudiée par M. VOLTERRA.! 

La méthode employée pour les intégrer sera, au fond, celle que nous avons 
indiquée, pour le cas de trois variables, dans deux Mémoires intitulés Recherches 
sur les solutions fondamentales et l'intégration des équations linéaires aux dérivées 
partielles.? Le present travail a pour but de reprendre cette méthode, pour 
l’etendre à un nombre quelconque de variables. 


I. Formule fondamentale et solution fondamentale. 


1. Nous rappellerons, dans ce premier Chapitre, un certain nombre de 
résultats connus ou empruntés aux Mémoires dont nous venons de parler. 

Toutes les recherches faites jusqu'ici sur les équations linéaires aux dérivées 
partielles reposent sur l’emploi de la formule fondamentale et des solutions fonda- 


mentales. 


1 Acta Mathematica tome XVIII; 1894. 
? Ann. Scient. E. Norm. série (3) t. XXI, p. 535—556, 1904 et t. XXII, p 101—141, 1905. 
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Pour l'équation de LAPLACE UB =O, la formule fondamentale est la formule 
de GREEN. La solution fondamentale! est le potentiel élémentaire = (n étant 
le nombre des dimensions) ou log (pour n= 2). 


La formule fondamentale s'étend aisément à l'équation linéaire générale (du 
second ordre). Soit 


(E) TE) em EP 5 PSs et) 


cette équation, où z,.2,,... x, sont des variables indépendantes, w la fonction 
inconnue, pendant que /(w) désigne un polynome différentiel 





x Pu du 

F(u) = N aix TENUES l 2 ai- = + lu 

dans lequel les a;;, les a;, ainsi que / et le second membre f de l'équation, sont 
des fonctions données des variables indépendantes. Soient 7 une portion de 
l’espace à n dimensions, limitée (en tous sens) par une surface (multiplicité n — 1 
fois étendue) S; dS, un element de S; x,,11:,...,7n, des quantités propor- 
tionnelles aux cosinus directeurs de la normale à S dirigée vers 7, le facteur de 
proportionnalité étant positif et sa valeur absolue étant telle que l'on ait 


Tig QS. — EdT daser dan 
Désignons enfin par A la forme quadratique 


A= Dain mim. 
ik 


On aura, entre une intégrale n° prise dans 7’ et une intégrale (n — ı)Wle 


prise sur S, l'identité 


à 


(1) | pi | te FG) — u G (v)] dz, dz, dan — es |o REDE wu 
ve T à S 


quelles que soient les fonctions w et v. 





! Les solutions fondamentales que nous introduisons sont done sans rapport direct avec les 
fonctions fondamentales que considère la théorie des équations à caractéristiques imaginaires. 
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Dans cette formule, G(v) est le polynome différentiel adjoint à F 








a 
G(v) Zones (air v) Ax. ‚a v) + lv 





[l'équation G(v)—o étant dite l'adjointe * de (E)]; quant à la dérivée ET elle 
désigne le symbole de différentiation 
d TUAE 
IU US 
La direction de cosinus directeurs proportionnels à dier Gite din est 


dv dv’ dv 
désignée sous le nom de conormale? à S. C’est la direction conjuguée du plan 
tangent à S par rapport au cône (cône caractéristique) réprésenté par l'équation 
tangentielle A — o.. Enfin la quantité Z a l'expression 


LN [- > ER Fass 





D'aprés sa définition, la direction conormale est tangente à S lorsque celle-ci 
est caractéristique c'est à dire que son plan tangent satisfait à l'équation À — o. 
La direction conormale n'est alors autre que celle de la tangente à la  bicarac- 
léristique, — c'est à dire à la caractéristique ie l'équation du premier ordre 
A=o, — située sur S. - 


Nous désignerons par 4 le discriminant de la forme A. Nous supposerons 
toujours, dans ce qui va suivre, que cette forme est générale, c'est à dire qu'on 
a 4-0. A admet alors une forme adjointe: nous désignerons par H cette forme 
adjointe divisée par 74. La relation entre 4 et H est réciproque, et le discri- 
minant D de H est l'inverse de 4. 


3. Les solutions fondamentales ont été, pour le cas de deux variables, 
découvertes par M. Proarp,* retrouvées plus tard et appliquées au probléme de 





1 L'équation adjointe est toujours prise sans second membre, méme si l'équation donnée 
en a un. 

? p'ApHemar, C. R. Ac. Sc. 11 février 1901. — On pourrait employer aussi la dénomination 
de /ransversale, empruntée au Calcul des Variations. 

CR. Ac. Se., 6 avril 1801. x 
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DIRICHLET par M. SOMMERFELD.! Elles comprennent, dans ce cas, un terme 
holomorphe, augmenté d’un terme qui contient un logarithme en facteur. 
Rappelons comment on peut former ces solutions pour un nombre quel- 
conque de variables, en renvoyant pour les détails au premier des Mémoires 
précédemment cités. ? 
Soit © (a,,a,,..., a,) un point donné de l'espace à n dimensions. Si nous 
déterminons les fonctions z;, p; de la variable s par les équations différentielles 











di dpi € 
(2) vod one (iex, 2; 12) 
20p 20% 


les x; ayant, pour s— o, les valeurs initiales a; et les p; des valeurs arbitraires 
poi, les lignes décrites ainsi par le point (x,, 2, ..., v,) ne sont autres que des 
géodésiques relatives à l’élément linéaire 


de Hdi dr Bo Mg Coy Cay Oo og En): 


Celles des lignes (2) sur lesquelles A est nul (et, par conséquent, sur lesquelles 
H — o) ne sont autres que les bicaractéristiques. Sur les autres, s sera pro- 
portionnel à l'are (mesuré relativement à l'élément linéaire H et compté à partir 
de O), avec un facteur de proportionnalité arbitraire sur chaque géodésique. Nous 
désignerons par I le carré de la distance géodésique, ainsi mesurée, entre le 
point O et le point M(x,,x,,...,2,). IF est une fonction holomorphe autour 
de O, son développement autour de ce point commencant par les termes 


PH (ci a, % 0... Tn Gn) ts 
les dérivées partielles de I^ seront données par les formules 


or 
(3) jg, 28 Bi 


Cela posé, si n est impair, il existera une solution (et une seule à un facteur 


constant près) de la forme 


(3) ie: 


où v est holomorphe autour du point O. 





1 Encyclopädie der Math. Wiss, II 7 c. 
? Ann. Se. Ec. Norm. Sup., 1904. 
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Pour » pair, au contraire, cette forme est remplacée par la suivante 


t 


(4) Uu=- i + v, log Dr 


[poe 





où v et v, sont des fonctions holomorphes. En outre, une telle solution n'est 
plus unique, car la forme ainsi écrite de la fonction w n'est pas altérée si on lui 
ajoute une fonction régulière quelconque, solution de l'équation F(u)—o. Cette 
indétermination est d’ailleurs la seule que présente w: la fonction v, est unique 
(a un coefficient de proportionnalité constant prés) et (sauf le méme coefficient) 


n—2 


la fonction v est déterminée à des termes près contenant en facteur I 2 . 


Quant au coefficient de proportionnalité, nous l’avions choisi dans les Re- 
cherches sur les solutions fondamentales de maniére que la fonction v prenne la 
valeur ı lorsqu'on fait coincider le point M (x, ,.®,, .. ., %„) avec le point O. Nous 
modifierons légérement ici cette convention: nous admettrons — ce qui est plus 
avantageux au point de vue de la relation d’echange (voir plus loin n° 21) — que 
U prend, au point O, non la valeur ı mais la valeur RTE | Le lecteur voudra 

+ VIA 
bien tenir compte de cette discordance dans la comparaison de nos formules 
actuelles avec celles de notre précédent travail. 


Une fois cette dernière convention établie, la solution fondamentale u est, 
dans le cas de n impair, une fonction parfaitement bien déterminée des 2 » quan- 
tités z,, 2, ..., X5, d,, d;, ..., an. Considéré comme fonction du point M, u ad- 
met comme singularité la surface 1 =o. Cette surface est le conoïde caractéristique 
de sommet O, lieu des bicaractéristiques issues de ce point. 


3. C'est la solution fondamentale qui joue le role du potentiel élémen- 


\ 


taire dans l'étude des équations à caractéristiques imaginaires (cas elliptique). 
La théorie a été développée, à ce point de vue, d’une manière complète par M. 
SoMMERFELD, dans l'article cité de l'Encyclop. der Math. Wiss. 

Nous nous attacherons ici au cas hyperbolique, où A n’a pas tous ses carrés 
de méme signe et où, par conséquent, le conoide caractéristique est réel. C’est 
seulement dans ce cas que l’on a à se poser le probléme de Caucuy, c'est à dire 
celui qui consiste à déterminer une solution de l'équation d’après ses valeurs et 
celles d’une de ses dérivées premières sur une surface donnée. 

Si l’on envisage ce probléme dans l'hypothèse où il n'y a que deux variables 
indépendantes et où la solution est donnée par la méthode de RIEMANN, on y 
voit encore intervenir une fonction des coordonnées x, y, v', y de deux points 
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du plan, laquelle rend les mémes services que la solution fondamentale de M. 
Picarp pour le probleme de DrrICHLET dans le plan, c'est à dire qu'il suffit de 
la substituer dans la formule fondamentale pour obtenir la valeur d’une inté- 
grale de l'équation en fonction des données de Caucuy. 

Cependant cette fonction de RrEMANN n’est pas l'analogue de la solution 
fondamentale. Mais elle présente avec elle une relation que j'ai établie en 1900, 
et exposée au Congrès international des Mathématiciens:! elle n'est autre que le 
coefficient du logarithme dans l’expression (4') de w. Nous retrouverons cette 
relation dans l'étude du cas général. 


4. Si maintenant, pour passer à des équations à trois ou à quatre variables 
nous prenons les solutions de M. VOLTERRA et de KIRCHHOFF, nous y verrons 
apparaître un caractère tout différent: Non seulement les fonctions utilisées 
par ces deux auteurs ont une singularité (au contraire de la fonction de RIEMANN, 
qui est régulière): mais elles ont toute une ligne de singularités, en dehors du 
conoide caractéristique de sommet O. 

Cette singularité a été le principal obstacle à la généralisation des méthodes 
de KIRCHHOFF et de M. VOLTERRA. J'ai montré précédemment, pour le cas de 
n— 3, que cette généralisation s'opérait au contraire, d'elle-méme lorsqu'on re- 
montait à la solution fondamentale. La marche suivie à cet effet consistait à 
déduire de celle-ci les fonctions de M. VOLTERRA, ce qui se fait par une quadra- 
ture. On pourrait l’étendre avec quelques complications, au cas de n>3; je 
préfère laisser cet intermédiaire de côté et partir directement de la solution 
fondamentale. Il faut pour cela, recourir à un symbole, déjà employé dans 
notre précédent Mémoire, et dont, comme le constatait? au méme moment M. 
d'ADHÉMAR on ne peut éviter la présence lorsqu'on veut effectuer les différen- 
tiations indiquées par les formules de M. VOLTERRA.  L'intervention de ce 
symbole, formé de deux infinis qui se détruisent, a été jusqu'ici une des graves 
difficultés du probléme. Je me propose, dans ce qui sa suivre de montrer qu'elle 
permet, au contraire, d'en obtenir, d'une maniére simple et directe, la solution 








générale. 
1 Compte rendu du 2e Congrès Internat. p. 375. — Cette relation est indiquée à nouveau 
dans la Thèse de M. Axpmar. Göttingen 1903; p. 18. 


? Thèse, Paris, 194. 
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IT. Définition d’un nouveau symbole d’intégration. 


5. Partons de l’integrale 
A (x) " 
(5) | Ha 


où l’exposant constant « satisfait aux inégalités 


(NL Lire 


Nous aurons surtout en vue, dans ce qui va suivre, le cas où ces inégalités 
excluent l'égalité et nous nous placerons tout d'abord dans ce cas. 

L'intégrale (5) n'a aucun sens. Mais, du moins si la fonction À satisfait à 
la condition de LirscHitTz 


| 4(6)— A(x)| « K |b—x |, 
on peut adjoindre à cette intégrale une expression de la forme 


A) 
(b—x)" 





telle que la somme de cette quantité et de la précédente ait une valeur déter- 
minée: je veux dire, telle que la quantité = 





(6) 


j A(x) UR HD) 
(b—az)ite (b — x)y* 


tende vers une limite lorsque a tend vers 6. Il suffit, pour cela que la fonction 
B, remplissant également la condition de Lrrscnrrz, satisfasse en outre à la relation 
(7) A(b) + a B(b) — o. 

En effet, si, au lieu de A(x) et B(x), on introduit A(x)— A(b), B(x)— B(b), 


l'expression (6) s'écrit 


„ (A()—A(), ,B&)—B(), AG); tt B(b) 
(6) | (BE x) dts (b — x)" * a Wb—2x)* (b—a)* * (b — ay 


a 
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et, moyennant la condition (7), elle tend vers la limite 


A(x)— A(b) , A(b) — 
(8) fmi da a(b — a)“ 


Le résultat demandé est done obtenu. Mais une remarque essentielle se dégage 





de la forme de ce résultat. 

L'expression (8) me contient pas la fonction B. Elle est entièrement définie 
par la connaissance de l'intégrale donnée (5). Cela tient évidemment à ce que, 
dans l'expression (6), l'ensemble des termes en UE n'a pu cesser d’être 

v) 
infini que pour devenir nul, en vertu de l’inegalite « < 1 et de la condition de 
LieseurrZ vérifiée par la fonction B. 

La quantité (8) sera dite la partie finie de l'intégrale (5) et désignée par 

le symbole 


2 


(b— x)! ta 


Plus généralement, prenons l'intégrale 


1 A) dx (o<a<ı) 


(b—2)P t^ 








ou p est un entier positif, et supposons que la fonction A ait au moins p— 1 
dérivées, la dernière satisfaisant à la condition de Lriescnurrz. Si l’on veut, pour 
énoncer une condition un peu plus restrictive, mais plus simple, admettons que 
A ait au moins p dérivées finies. 
Nous pourrons encore ajouter à cette intégrale une expression de la forme 
B(x) 


(9) (bajp-ita 





de manière que la somme ait une valeur déterminée pour xz — b. Il suffira que, 

dans le développement de ces deux expressions suivant les puissances croissantes 

(positives et négatives) de b — x, les termes en (b —a)-(**2?—-', (b —z)-(«*»—?, 
, (b— x)" se détruisent. 

Cette addition peut se faire d'une manière et d'une seule, non que la fonction 

B satisfaisant à ces conditions soit unique, mais parce que (si nous lui imposons, 
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comme nous le ferons toujours, la condition d’étre dérivable au moins autant 
de fois que A) elle est déterminée à des termes prés de l'ordre de (b—z2)?, 
lesquels donnent un résultat nul dans la fraction (9). 


Nous pouvons donc encore parler sans ambiguité de la quantité 


(10) 





ou partie finie de l’integrale 





6. La théorie des fonctions de variable imaginaire va nous donner une © 
autre définition de l’expression (10). . 

Supposons la fonction A analytique et holomorphe pour x— b. (Si elle 
ne l’etait pas, on appliquerait les mêmes considérations à une fonction analytique 
coincidant avec A aux termes en (b— x)? prés). Soit d'abord l'intégrale 











b 
UA 
(rr) i | we al) dx, 
J (b— x) 
qui a une valeur finie, au sens classique. 
On a 
PAG 
I — | a da E 
Tee) (db x) 
ib 
L étant un lacet (fig. 1) qui va de a en b et revient - 

: , ; a b 
en a après une rotation directe autour de b et le ———— 
dénominateur ayant sa détermination réelle et positive L 
sur la première branche. Fig. 1. 


Considérons, de même, l’expression. 


I EA) 
(12) in Er 





2 ira 
TEEN 


Elle est egale a Vexpression (10) 

Pour démontrer qu’il en est ainsi, comme on peut, en développant le nu- 
mérateur par la formule de Taytor, décomposer l'intégrale (10) en une intégrale 
de la forme (rr) et plusieurs autres de la forme 
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dx f 
era 


a 


A 





(A étant constant), il suffit de faire la vérification pour ces derniéres. Or, dans 

A . 
(pre ı)(b a)? 
Le fait peut d'ailleurs être considéré comme évident à priori, l'intégrale prise 


ce cas, les expressions (10) et (12) ont la valeur commune ! — 





suivant un petit cercle de centre 6 étant manifestement d'ordre fractionnaire par 
rapport au rayon de ce cercle. 
De méme, la partie finie de l'intégrale 


2 Ae) 
| LUN 


v 


a 


(qui est infinie aux deux extrémités a et b) pourra se cal- 








e D culer, soit en décomposant l'intervalle (a, b) en deux par une 

rage limite intermediaire c, soit par intégration le long d'une ligne 

Fig. 2 L allant de a en b et revenant avec rotation directe (fig. 2) 

autour de l’un des points a, b et inverse autour de l'autre. 

Dans le cas de « — 1, qui est celui dont nous auron 

a b à faire usage, les sens des rotations sont indifférents et 

ENS Ge ^" on peut donner à Z la forme classique représentée (fig. 3). 
Fig. 3. Le facteur —— a, dans ce cas, la valeur }. 


e? ira 


af — 

6 bis. Les remarques du n° précédent entraînent cette conséquence, im- 

portante pour nous, que l'expression (ro) admet la différentiation sous le signe ff, 

méme lorsque la limite b est variable. 1l suffit de ne pas écrire, dans la dérivée, 
le terme correspondant à cette variabilité. Ainsi on a 


b 





dji| Ale » 
ae Oa Ts 





(13) 








n 0A 
A, t) à | ót db A | 
da (b —a)r*e ur (b_a)ptatı E 


C'est ce qui se voit immédiatement sur la forme (12) de l'intégrale (ro). 
La formule est encore valable pour p — o: le second membre de cette for- 
mule donne alors la dérivée, par rapport à t, de l'intégrale (ordinaire) (11), 





- ‘On remarquera que cette valeur est négative, pour A > 0, quoique la quantité sous le 
signe f soit positive. Autrement dit, c'est le terme complémentaire (9) qui donne son signe, 
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%. Quelques-unes des considérations précédentes s'étendraient à l'intégrale 


b 
(14) [po sas 


a 


On raménerait celle-ci à être finie par l'addition des termes 


(15) uo + B,(x) log (b — x). 


Mais, pour p» r, on pourrait en ajoutant à B(x) des termes en (b — v)», 
modifier le résultat d'une maniére arbitraire. Ce résultat n'est done pas déter- 
miné par la connaissance de l'intégrale (r4), mais exige celle des termes ad- 
ditifs (15). 

I] n'en est pas de méme pour p — r. Mais, par contre, le résultat obtenu 
n'est pas invariant par un changement de variable. Cette invariance a, au con- 
taire, lieu pour « fractionnaire,! ainsi qu'il est évident sur l'une ou autre des 
deux définitions données plus haut. Ceci n'empéche pas d'ailleurs l'expression 
correspondant à p=1 d'avoir son utilité. C’est sous cette forme par exemple 
que se présentent les dérivées secondes du potentiel spatial,? ou plutôt sous la 
forme analogue relative à une intégrale multiple. 


S. Le cas des intégrales multiples se raméne, en effet, immédiatement au 
précédent. 

Soit une multiplicité 7 à n dimensions, dont un point est défini par les 
coordonnées z,, $,,...2,, et dont l'élément sera désigné par dr,, multiplicité 
délimitée par une frontière o définie par l'équation 


(16) T^ (%,,,%,. -- +5 tn) = 0. 


Sur o, soient prises des coordonnées /,. /,,.... 44.3, et par chaque point 
de I, menons une ligne /, qui varie continüment et n'est pas tangente à J'. En 
considérant 2,, 2,, ..., 44.1, [ comme des coordonnées curvilignes dont les n —x 
premières restent constantes sur chaque ligne /, l'élément à n dimensions dr, 
pourra étre mis sous la forme 


(17) RAA de ddr : 





1 Il est clair, toutefois, qu'on suppose le changement de variable régulier en P. 
? Cette expression est aussi en relation évidente avec la valeur principale de Cavcay. 
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Soit maintenant l'intégrale 


4 ARE EE) 
CA I peta den 


que nous pourrons écrire sous la forme 








Doo I : f 
r 
(18') | | ps | pra Kal, Jus ET EA 
Etendue à la portion d'espace à n dimensions délimitée par la frontiére (16), 
elle cesse d'avoir un sens. 
La partie finie 





f WT 
We 


de cette intégrale sera, par définition, 





; ea : ^KAdr 
(19) Ji We: HA TA Se dnl == 
m L 
Les coordonnées curvilignes 4,, 4,,,.., I' et, par conséquent, la trans- 


formation (18' ne pourront, en général, être employées que dans le voisinage de 
la frontiére. Il y aura donc lieu, en général, de diviser le domaine 7' en deux par- 
ties, l'une centrale T, où l'intégrale s'évaluera à la manière ordinaire, l'autre T7',, 
comprenant le voisinage de o, où l'on adoptera l'expression (18). 

Nous obtenons la partie finie de l'intégrale simple suivant / en la prenant 
non plus depuis le point de départ I'— o de cette ligne, mais depuis un point 
infiniment voisin / — 4, et ajoutant un terme complémentaire 


B 
(19) hpta-1 
où B est une fonction régulière de 4,, 4,,..., 4,1, h et, par conséquent, de 


Lig Gare s 

h variera d’ailleurs suivant une loi quelconque en fonction des coordonnées 
À. sous la seule condition d’être partout trés petit. Appelons o' la multiplicité 
décrite par le point 1 —hA et qui devra tendre vers o de manière que À tende 
uniformément vers Zéro. 

La quantité précédente (19'), intégrée par rapport à 4,, 4,,..., 441, donnera 
évidemment une intégrale n — re étendue à la multiplicité o', soit 
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(20) * ff ai aan 


et la valeur de l’expression (19) sera la limite vers laquelle tendra la somme de 
intégrale ne (18) et de l'intégrale n — 1"»* (20), limite qui sera indépendante 
de la loi suivant laquelle la surface o' tendra vers o. 

Elle sera également indépendante du choix des coordonnées curvilignes 
À, 4, ..., et de celui des lignes J. 

Ce dernier point n'est pas une conséquence évidente de la manière dont 
nous avons obtenu le terme complémentaire (20); mais il résulte immédiatement 
de la forme de ce terme. 

Choisissons, en effet, pour fixer les idées, la multiplicité o' de manière que 
les rapports mutuels des valeurs de h tendent vers des limites finies. Soit, par 
exemple, 0 la distance interceptée entre o et o' sur une ligne déterminée quelconque 
(sécante à 0). Nous pouvons supposer que la position de o' est exprimée en 
fonction de Ó et cela de manière que À soit une fonction continue et dérivable 
(jusqu'à l’ordre p) de 4,, 4, .-., An-ı, Ó. 

Dans ces conditions, le terme (20) est infini d'ordre fractionnaire en 0, avec 
numérateur régulier. D’après les considérations développées précédemment, cette 
condition et celle de transformer l'intégrale (18) en une quantité finie déterminent 
complétement ce terme, ou du moins le résultat obtenu en fin de compte: c'est ce 
que nous voulions établir. 


9. Dans le cas de p— r, on peut aisément écrire le terme complémentaire 
sous une forme manifestement indépendante des éléments-arbitraires. En effet, 
pour l.'— 0, le nombre K est indépendant du choix des lignes /: il est égal à Ja 
valeur commune du rapport 


Dia „25 etn) OF 
DENIS) ae 


et des rapports analogues. On peut, dés lors, introduire l'élément 
Gays e AG o, e 6 OMS 


de la multiplieité (r6), et remarquer que cet élément, indépendant, à son tour, 
du choix des paramètres 4,, 4,,..., est entièrement défini par l'égalité 


do, 1dI' =dr, 


puis écrire la partie finie cherchée sous la forme 
44 
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an uc I^ pd 
| | 15 re dr, + | 95 | —ü 05-4 
ct re 
d. a 
où il est entendu que l'on doit tout d'abord remplacer e par o' (en limitant l'in- 
tégrale ne à o') puis faire tendre o' vers o. 
On remarquera que, pour calculer la partie utile du second terme, il suffit 
de connaître les valeurs de A sur la frontière o, comme s’il s'agissait d'une 
intégrale ordinaire. Ceci n’a plus lieu pour p> tr. 


10. Enfin, il est essentiel de nous rappeler que tout ce qui précéde suppose 
vérifiées les conditions suivantes: 

1°. A admet des dérivées jusqu'à l'ordre p (ou jusqu'à l'ordre p — 1, avec 
la condition de LiPscHItz); 

2°. g n'admet pas de points singuliers aux environs desquels /" soit d'ordre 
supérieur au premier par rapport à la distance du point (v,, æ,, .. . a») à 0. 

Les considérations precédentes s'étendent cependant encore au cas où I est 
le produit de deux facteurs I, I), de manière que o se compose de deux 
parties o0, 6®) sécantes entre elles: c’est ce qui arriverait, par exemple, si 7 
était un rectangle, /' désignant le produit des quatre côtés. 

Cela résulte de ce qu'on peut encore ramener l'intégrale à étre finie en 
retranchant des termes complémentaires en 


M M M 
pF (p+a=1)” ro Pu). ra)(p+a-1 . r2)(p+a-1) 





(M désignant des quantités régulières) et la troisième catégorie de termes pos- 
sède, comme les deux premières, la propriété de ne pouvoir rester finis pour 
toutes les valeurs infiniment petites de 71), 72 sans être nuls. 

La methode est, bien entendu, applicable si, l'aire d'intégration étant un 
rectangle, / représente le produit des premiers membres des équations de deux 
cótés opposés; et d'une maniére générale, si la frontiére se compose d'une partie 
o où I est nul et d'une autre s où il est différent de zéro. 

Il n'en est plus de méme pour d'autres singularités de c. Nous serons obligés 
de traiter de telles singularités comme on traite les infinis de la quantité sous 
le signe f° dans la théorie classique, c'est à dire de les isoler tout d'abord par 
une frontiére auxiliaire X et de rapprocher indéfiniment celle-ci de la singularité. 

Les résultats mémes auxquels nous parviendrons ainsi montreront qu'il 
n'aurait pas été légitime d'opérer directement. 
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H. Il importe de pouvoir assigner une limite supérieure aux expressions 
que nous venons d'étudier, comme on le fait pour les intégrales ordinaires. S'il 
s'agit, d'abord, de l’integrale simple 


on obtiendra cette limite supérieure en retranchant de 4 les premiers termes de 
son développement de TayLor, comme nous l'avons expliqué plus haut. Si (4,) 
est une limite supérieure du module de la »-— 1*"* dérivée de A dans l'inter- 
valle (a, 6), on a 


D (p—1) 
de _|A(a)l 14 (0)] — |A(a) | 


(22) K|I|« (A5) | (b — x)" di (b —a)»*«-i (b —a)r*«-? od (b—a)* 





t 
a 


K étant un coefficient numérique qui dépend exclusivement du nombre p. 

Il pourra, évidemment, y avoir lieu de n’appliquer la transformation que 
dans une partie de l'intervalle d'intégration. 

C'est ce que l'on fera, en général, dans le cas de l'intégrale multiple 





DR 
| pera 





(18) | 2 

On évaluera à la manière ordinaire l'intégrale relative à la partie du do- 
maine que nous avons appelée 7,. Dans T,, on partira de l'expression (22). 
D'aprés ce que nous venons de trouver, le résultat ainsi obtenu sera de la forme 


(23) L[(A,)+ aif | du! (Ay) + 5 sss (Ap«i) .. 5d 1 ie dr, 


(ir: jo+a—1 JF ae 


[2 D 


T3 


ü (4,) est le maximum du module des dérivées partielles d'ordre n de la fonc- 
tion A dans T,, (I), le minimum du module de 1° sur o,; L, L' des quantités 
dépendant de /' et du choix des lignes /. 

Il serait évidemment désirable de préciser cette formule en donnant des 
expressions de L, L'. Telle qu'elle est, elle suffira pour les applications que nous 


nous proposons d'en faire. 


12. Non seulement la définition de notre symbole suppose l'existence des 
dérivées de 4, mais, comme on le voit, sa valeur n'est limitée qu'en fonction de 
ces dérivées, De fait, il est facile d'indiquer des expressions de cette nature qui 
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rennent des valeurs aussi grandes qu'on le veut quoique 4 reste toujours fini. 
p 








Il suffit — pour nous borner au cas des intégrales simples — de prendre la 
suivante 
Flux) 
ux 
(24) j= | zp+a da 


u étant un nombre positif très grand et f une fonction finie quelque grand 
que soit x. En faisant le changement de variable wx — z, on voit immédiate- 
ment qu'on aura l'égalité asymptotique 








(25) I—urte-1], 
_| Gé 
I, Zr | zPta 


0 
Si done J, est différent de zéro, J augmentera indéfiniment comme u?*?~!, 
1 ? ‘ 
C’est ce qui arrivera en particulier si les » premières dérivées de f conservent 


chacune un signe constant depuis z— o jusqu'à z — o et sont nulles à l'infini; 
on aura alors: 





a(æ+r)...(@+p—7x 


== D ^ (p) 
I DE | [s * dz. 
IN i-a 
0 


13. Nous aurons à envisager, au point de vue qui précède, l'intégrale 


> 


dz 
| (22—a)rt4 i 


Prenons-la d'abord entre +V« et le nombre fixe z, » V«. Pour n —0, ona 


21 





: == 

| > ae = log ^ RE # o one + P(a), 

| Vz-—a E Va 
Va 
ou 
(26) P («) = log (z, + Vz? — a) = log z, + log Ir + Vee “| 
1 
est une série entière par rapport a «. 
On en déduit, par différentiation, 
à dz == ie m r(4 d” 

(27) | A E 2 TE X e P (a), 

J (0) 2nO,o" (n+ 4) da” 
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C, désignant le coefficient numérique 


tj 
— 
> 
> 
noe 
— 








x T ic immani I Eos re 
(28) ce LES UT) TT (n + x) 


Pour z, — o, le dernier terme disparaît (en vertu de l'égalité (26)) dans 
le second membre de la formule (27). On a done 





(29) 
Nous devrons également noter la valeur de l'intégrale pour x» € o, soit 
! A 
(2 ^) | dz(zà — gp ee Ij ie n' | P 
(27 a(z appe cp > Ina” log « + Pe), 
+Va 


C, désignant le méme coefficient numérique que précédemment. 


Mais les formules relatives au cas où les limites sont —Va, --V« sont spé- 
cialement importantes pour la suite. 


L'intégrale 
TV a 
; dz 
(30) | 
3 (@ 22) 2 
= iH d 
est nulle. 
L'intégrale 
VG 
ih dz (2 — ay" Va— 2 
y 


est égale à x A, À désignant le coefficient de log « dans l'expression (27') soit 
+Va 
(30’) | dz(2 —ay'Va —2 — 9 Oya". 
=a 
Ces résultats se vérifient directement sans difficulté, mais on les obtient 
immédiatement en observant que les intégrales que nous venons d'écrire peuvent, 


au facteur 27 prés, être considérées comme les périodes des précédentes, dues 


au pole z — c, 
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13 bis. Considérons la quadrique à » dimensions 


(31) eit ue +. + Ti —% TI 


x x 


analogue à Vhyperboloide à une nappe, et le volume (à » dimensions) compris 
entre cette quadrique et le cône asymptote 


(32) ai + a2 --- + a 1 2 —0. 


Posons 
r=Vr’ + ai... + an = —: 


Cette équation, pour chaque valeur de z représente un cône. L'élément de 
volume compris entre ce cône, le cône analogue infiniment Voisin et la surface 
(31) est 


I An dz 
Q, — dr = = ————— 
n "n y (I— z2)n 
£2, 9 désignant la surface de l'hypersphére de rayon ı dans l'espace à n—ı 
ME 


: " : M « s petite - : 
dimensions. Cette quantité est égale à 2 — D , c’est à dire (pour » impair) 


Nez 


L'intégrale de la différentielle précédente, prise entre — 1 et + 1, est in- 
finie; mais, pour » impair (seul cas qui nous intéresse) sa partie finie est nulle, 
ainsi que nous venons de le constater. 

Prenons, au contraire, la quadrique 


Vita tes ga *4-— —I 


qui, pour 2-3, donne Vhyperboloide à deux nappes. Considérons encore le 
volume compris entre la nappe qui correspond à 2, > o et le cone asymptote (32). 


Ce volume sera représenté par l’intégrale 
Q, 


2 de dz 
n | V (z2 — xy" 





que nous devrons prendre entre 1 et +. Sin est impair et égal à 2m, +1, 
l'expression ainsi obtenue a une partie finie, qui est égale à 


Q» ni—l = 3) 5 


an, +1 2m,C,, 
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Par exemple, pour lhyperboloide à deux nappes ordinaire, il vient 





en npe 
Jr : + + 


Si Phyperboloide à deux nappes est donné sous la forme 
ENCRES: 


(H étant une forme quadratique à un carré positif et n — 1 — 27, carrés négatifs) 
notre résultat devra évidemment être divisé par + VD, D étant le discriminant 
de H. 

I 


Le signe de la partie finie cherchée dépend, on le voit, de la parité de a=. 


a 


14. Notons enfin que ce qui a été dit au n° 6 bis, sur la différentiation 
sous le signe /, s'étend évidemment aux intégrales multiples, en vertu de la 
formule (rg) qui sert de définition aux parties finies de ces intégrales. 

Si la fonction à intégrer est infinie (d'ordre fractionnaire) sur toute la limite 
d'intégration, aucun terme correspondant à la variabilité de cette limite ne devra 
étre inserit. Dans le cas contraire, on devra tenir compte (s'il y a lieu) de la 
variation d'une portion de la frontière, celle où la quantité sous le signe f' reste 
finie. 


III. Equations à un nombre impair de variables. 


15. Ces principes étant rappelés, nous pouvons aborder l'étude du pro- 
bléme de Cavcnv relatif à l'équation 


(E) TE (Gz) suene toss tn): 


D'aprés ce qui précéde, il est à prévoir que nous aurons à distinguer le 
cas de n pair de celui de » impair. Nous commencerons par ce dernier. 

La solution fondamentale est alors unique. 

Elle ne contient pas de terme logarithmique, mais un dénominateur irra- 
tionnel. 

Nous aurons d'ailleurs surtout à considérer, non la solution fondamentale 
de l'équation proposée, mais celle de l'équation adjointe 


(E) G (v) — o: 
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cette solution sera de forme entièrement semblable à la précédente, savoir 





(33) v= v(x/a) = 


pour n=2n, +1. 
T est toujours le carré de la distance géodésique des deux points (x, , z;, ..., 2), 
(a,, 45, ..., Gn) et V, une fonction holomorphe des 27 coordonnées de ces deux 


E = MM I 
points, prenant, lorsque ceux-ci coincident, la valeur Tie 
VA 


Nous supposons que l’équation considérée appartient au type hyperbolique 
et, plus spécialement, à ce que nous apellerons le type hyperbolique normal, 
celui où la forme quadratique 


A= Sain aim 


a tous ses carrés de même signe à l'exception d'un seul. Le conoide carac- 
téristique se compose alors de deux nappes distinctes! et divise l'espace en trois 
régions, deux intérieures à chacune des nappes, la troisième extérieure. On peut 
toujours admettre (en changeant au besoin tous les signes dans l'équation donnée) 
que I” est positif lorsque chacun des points dont il dépend est intérieur au 
conoide caractéristique issu de l'autre: ceci revient à dire que A comprend un 
carré positif et n— 1 carrés négatifs. 

Le probléme de Cavucuy consiste à déterminer une intégrale wu de l'équation 
(E), connaissant les valeurs de w et celles de ses dérivées premières — il suffit 
de se donner la dérivée conormale — le long d'une certaine multiplicité n — ıWle S, 

Nous supposerons essentiellement, en ce moment, qu'il s'agit du probléme 
intérieur, c'est à dire que la multiplicité S ne coupe qu'une nappe du conoide 
caractéristique I ayant pour sommet un point quelconque O (a,, a, ..., Gn) 
et que cette nappe délimite sur elle une portion fermée en tous sens intérieure à 
la nappe en question. C'est ce qui arrivera (du moins tant que le point O reste 
dans une certaine région voisine de S, à laquelle nous nous limiterons), si le 
plan tangent à S en chacun de ses points est extérieur au cóne caractéristique 
ayant pour sommet ce point, et dans ce cas seulement. 

Cette circonstance ne peut pas se présenter pour des cas hyperboliques 
autres que le cas hyperbolique normal: alors tout plan passant par le sommet 
d'un cône caractéristique coupe ce cône suivant une infinité de génératrices 


' Cour.ox, Thèse, Paris, Herrman, 1902, p. 30. 
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Les équations appartenant aux types hyperboliques non normaux n'admettent 
. done point de problémes intérieurs. 

Nous constaterons que ce probléme intérieur est toujours possible (et dé- 
terminé) sans autres conditions imposées aux données que certaines conditions 
simples de dérivabilité (en particulier sans qu'il soit nécessaire de supposer ces 
données analytiques). Au contraire, lorsqu'il est extérieur — et, par conséquent, 
dans tous les cas lorsque l'équation appartient au type elliptique ou à un type 
hyperbolique non proprement dit — le probléme de Caucny cesse d’être pos- 
sible en général. 


16. Soit done donnée la multiplicité S, en chaque point de laquelle on 
donne la valeur de u, intégrale de l'équation (E) et celle et sa dérivée conormale; 
et soit O(a,,a,,...,@,) un point de l'espace à n dimensions où nous voulons 
calculer la valeur de uw. Le conoide caractéristique |^ de sommet O est supposé 
couper S suivant une multiplicité n — 2"?'* fermée qui délimite une portion S, de 
S intérieur à I’. Il delimite, d'autre part, avec S une portion déterminée T' de 
l'espace à n dimensions, celle qui est à la fois intérieure à I” et située du méme 
cóté de S que le point O. 

Nous appliquerons la formule fondamentale (x) 
dans le domaine 7 à l'inconnue u et à la solution 
fondamentale v(M, O) de l'équation adjointe qui 
est singulière en ©. SS 


r 


ae y eh 
La quantite vf = EE est infinie sur une 
ar 


partie de la frontière, à savoir le conoide r'. Elle 
est infinie d'ordre fractionnaire », — 1. L'intégrale 
ne qui porte sur cette quantité relève done (sauf 





pour », — 1, c. à d. 1 — 3) des considérations dé- + 
veloppées dans ce qui précède. © 0 
Mais il y a exception pour le voisinage du Fig. 
point O, où I est infiniment petit d'ordre 2 et 
non d'ordre 1. Nous devrons done opérer comme on le fait dans le cas des 
intégrales multiples ordinaires et retrancher du domaine d'intégration tout le 
voisinage du point O, par une petite surface X (fig. 4)! entourant ce point, telle 
qu'une petite sphére de centre O. 








! La figure 4 est supposée obtenue en coupant celle que l'on a à considérer (laquelle est à 
n dimensions) par un plan à deux dimensions mené par le point O. 
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Soit T' ce qui reste de 7 après qu'on a enlevé tout ce qui est intérieur à >. 
La formule fondamentale 


(34) for dia dr 6 a0 dr, | [fed ud + Luv|dS-—o 


va être appliquée dans le domaine 7", avec la convention de prendre la partie 
finie du premier membre, par suppression des infinis fractionnaires en I. On 
devra done 

1. Prendre la partie finie de la première intégrale (34) (intégrale ntrle 
relative à 7"); 

2°. Prendre de méme la partie finie de l'intégrale n — 1"?'* relative à la 
multiplicité donnée S. Le terme complémentaire sera une intégrale n — 2"?l*, prise 
(à la limite) suivant 7, intersection de S avec I’; 

39. Supprimer l'intégrale relative a la frontière I”, cette intégrale étant infinie 
d'ordre fractionnaire. Cette même intégrale s'élimine dans la méthode de Krncn- 
HOFF, parce quelle s'intégre exactement, et dans celle de M. VOLTERRA, parce 
qu'elle est identiquement nulle. Le méme fait se produit ici, comme on le voit, 
par un mécanisme différent. 


E 


49. Restera enfin l'intégrale relative à X, dont nous devrons (comme sur 8) 
prendre la partie finie. Nous avons à voir ce que devient cette quantité lorsque 
XN tend vers le point O. 

Menons, par ce point, des géodésiques (définies par les équations différen- 
tielles (2)) intérieures à I, et qui dépendent de » — 1 paramètres 4,, 45, ..., An-ı, 
pendant que, sur chacune d'elles, un point quelconque sera défini par la variable 
s du n? 2. s aura, en chaque point de X, une valeur déterminée (infiniment 


petite), fonction de 4,, 4,, ..., 1, 1. L'intégrale 


(35) Hf. Jr -+ Luv aff. = 


tendra vers zero. Les quantites 





Dr, 2, …, Sak: Tis. 


PE EO ; 
Ti AS = + — teas ON 1s os S bs 








qui figurent au numérateur sous le signe /'... f, sont en effet, de l'ordre de "1, 
au lieu que le dénominateur 


DE =) D A] ! Al 
ID ec HK aoa s o og dg) 


: dx; : : Br 
ou x; — D ne contient que s"—? en facteur. Le coefficient de 
as 
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est donc de l’ordre de s et il en est de même de ses dérivées des divers ordres 
par rappart à À,,4,,...,/: 1. Dans ces conditions, l'évaluation obtenue au n° ıı 
montre! que l'intégrale (35) est également de l’ordre de s. 

Ceci s'applique encore, dans le terme 


Ji Je 


à la partie 








non différentiée par rapport à I’. 


17. Prenons enfin la partie restante 








et, par conséquent, 


Or 0A 0A x JA N. dax 
Dias E 28 E pis = 284m 49 dm Ti TI 
i 





? 1 1 
Mais, si nous nous reportons à l'expression de x;dS écrite plus haut, nous 
voyons que le coefficient de 4s (multiplié par dS) n'est autre qu'un développe- 
ment du déterminant 


da, dx, dz, 
ds ds ds 
Ox, 0%, 027 


Gr NIN OE era, TT NUE, à 


Ox, 0%, 0% 
On 1 Ohn 1 Ohn 1 











1 Notre raisonnement suppose néanmoins que la surface I est régulière et que les déri 
vées (jusqu'à un ordre suffisament élevé) de s par rapport aux À sont du même ordre que s. 
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les À étant pris dans un ordre tel que le déterminant soit positif, puisque la 
direction des s croissants s’éloigne de O et pénètre dans le domaine 7". 

Toutes les lignes du déterminant précédent, à l'exception de la premiere, 
contiennent s en facteur,! de sorte que la quantité sous le signe f^... f^ (pour 
des valeurs déterminées des À) reste finie quand s tend vers zéro. 

On a d'autre part, sensiblement 


I / I 
uV = ———wu(8,,05,..., An) — ZU 
V 4g (a, 2 n) VA O 


le mot sensiblement ayant un sens un peu différent de celui qu'il a ordinaire- 
ment en pareil cas, et voulant dire que les quantités négligées ainsi que leurs 
dérivées par rapport aux À (jusqu’à l’ordre »,) sont très petites. 


. x . dx; 
Toujours au même point de vue, nous pouvons remplacer les — par les 


ds 


r 


- ; A. ERA. Ur 0x 
valeurs z'; qu'ils ont à l’origine, et les dérivées i par s i nous avons donc 





finalement l'expression 








X 
03 ch 0x! 4 ôx'n 
d 














T 
A GM on ; 
2 ; bs b Oe 30.0 Io 
Mar Uo Gay Ian 
] 2 On Ó Àn—1 
(36) Vi 2 = 
HE (CRE?) 
n — 2 








L'intégrale qui est multipliée par | H est en rapport direct avec le 


2 
VA 
volume de l'hyperboloide à deux nappes 


(37) H(x,-—0,, $€,— 05, ..., nm 0n) = I, 


de l'espace à » dimensions. 


Comme on le voit aisément, elle est égale à n fois la partie finie du volume 
compris entre une nappe de lhyperboloide (37) et son cóne asymptote. Cette 
partie finie a été calculée plus haut (n° 13 bis), nous l'avons trouvée égale (pour 
n —2n, +1) à 





! Chaque élément contient, il est vrai, outre une partie proportionnelle à s, une partie 
qui contient les dérivées de cette quantité par rapport aux A. 
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> 22 m1 (— I)" ] I 
an, (zn, + 1) Cu. VD 





D étant le discriminant de H. L'intégrale suivant X a donc (en vertu de 
l'égalite D4 — 1) la valeur limite 


nm 


See 








2 
-(2n, —I)U 3c ee 
2m, On, Ress Home a! C51 


“Ug = ( I)" 12 1 5 n —2 . uo 











(38) (—rz)".z95,,5.ug —(— 1)" À Up = | | ee | 2A 2, AT Ota 





18. D’après ce qui précède, la première intégrale (intégrale n") doit avoir 


un sens du moins si en faisant tendre X vers le point O, on s'impose la restric- 
tion mentionnée dans la note de la page 355. On peut mettre ce fait en évidence, 
et méme montrer que la restriction imposée à N est inutile, en adoptant le 
système des coordonnées curvilignes 4,, 4, ..., An-ı, 8: on aura 


Lf foras as sans n 
: en 


Vi Cee) SER a 
E CECI E PA oq dA: 
[2 sn—? H 2 














^ E A IDX (mrs Sia cutem CS 6 
Or le déterminant fonctionnel Di Ed contient s"—! en facteur et 
MA 


par consequent la quantite sous le signe ERREUR ne contient plus que l’in- 
fini fractionnaire 








== - = = 
TE fx, — a, %—4, a >=) 





Hi 8i (Ene n 
S S S 





19. Le signe qui figure au premier membre de la formule (38) appelle quel- 
ques remarques. 
Bornons nous, pour simplifier, au cas de l'équation sans second membre, 
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soit f— o. Supposons le point O situé au voisinage de S: alors c'est mani- 


festement le terme ua? ou, plus spécialement, la partie 


y? 








E y 
T = = (n—2)uVs = 
= T2 TRE 


de ce terme, qui donne son signe à la quantité que l’on doit intégrer le long 
de S. Ce signe est celui de u, car les x; désignant les paramètres directeurs de 
la normale à S intérieure à T, c'est à dire de celle qui est dirigée du côté où est 


dz; , 
O, la somme 2m est negative. 


Si done nous avions affaire à une intégrale ordinaire, elle aurait le signe de 
u sur S (en supposant ce signe constant). Mais ici l'intégrale n — 1"P* est mo- 
difiée par une intégrale complémentaire n — 2"P*, nécessairement de signe con- 
traire. 

Or le premier membre doit avoir forcément le méme signe que les valeurs 
de « sur S, si nous continuons à supposer le point O voisin de 8. 


Done pour les valeurs paires de n,, c'est à dire pour n=5, 9, 13,..., c est 
l'intégrale n — 1e qui donne son signe; mais pour n, impair, c'est à dire pour 
1 —3, 7, .. ., C est, au contraire le terme complémentaire qui l'emporte. 

Prenons le cas particulier où les valeurs données de w et de = nulles en 


général sur S, sont seulement différentes de zéro dans-une certaine région R de 
S, et où le point O est tel que le conoide issu de ce point comprenne la région 
R entièrement à son intérieur (sans la toucher). Nous avons alors ce que, dans 
un travail précédent,! j'ai appelé l'intégrale résiduelle. 

Dans ce cas, le terme complémentaire est nul. Donc si u est positif, l'inté- 
grale résiduelle est positive pour les équations à 4p + 1 variables, mais négative pour 
les équations à 4p + 3 variables, telle que l'équation des ondes cylindriques. Il en 
est du moins ainsi tant que le point considéré est assez voisin de S et que les 


valeurs données de E ne sont pas trop grandes par rapport à celles de w. 


20. Les formules précédentes s'étendent, comme il est bien connu,? au cas 
ou la frontiére S est formée de portions de caractéristiques, pourvu que, comme 





! Bulletin de la Soc. Math. de Fr. 1900. : 
? Voir d’ADHEMAR, C. R. Ac. Sc. 11 février 1901; CovroN Thèse p. 53 et suiv. 
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précédemment elle délimite complètement, avec une nappe de /', une portion 
d'espace T' intérieure à cette nappe. 

De plus, la conormale à S est, dans ce cas, tangente à S, de sorte que les 
dérivées conormales sont des dérivées prises sur S elle méme.! La formule ne 
fait done inter venir que les valeurs de w (et non plus de ses dérivées) sur la 
multiplicité en question. Un solution de l'équation est ainsi déterminée par les 
valeurs qu'elle prend sur une frontière formée de caractéristiques. 


31. Prenons, pour S, une nappe de conoide caractéristique 7’, de sommet 
O, et disposée de manière à délimiter avec 7’ un domaine 7; pour w, la solution 


de l'équation proposée privée de second membre 
F(u)=o 


analogue à v, c'est à dire celle qui est singulière en O, et qui est, autour de ce 
point, de l’ordre de 


Si nous intégrons dans 7, les termes relatifs aux frontières Dl, 7’, dispa- 
raitront encore. Aucune modification ne sera apportée à cette conclusion par 
la présence de l’intersection de I" et de 7',, grâce à ce qui a été établi au n° ro. 
Nous aurons done uniquement, comme dans ce qui précède, à isoler les points 
O et O, et il viendra 


(39) Uo = Vo. 


C'est la relation d'échange, tout analogue à celle qui &lieu pour la fonction 
de RIEMANN dans l'équation hyperbolique à deux variables,? ou à la symétrie 
de la fonction de GREEN dans la théorie du potentiel. Elle a lieu, comme on 
voit, moyennant la précaution que nous avons prise de diviser par V4, la 
solution singulière en ©. 

Grâce à la relation (39) nous voyons que la fonction v, considérée comme 
fonction du point O et x,,x,,...,a, étant fixes, est une solution de l'équation 


proposée supposée privée de second membre. 


a 


! D'’ADHEMAR, C. R. Ac. Sc. loc. cit. 
? Voir DanBovx, Lecons sur la théorie des surfaces, tome LI. 
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IV. Synthèse de la solution précédente. Problème extérieur.. 


22. Nous montrerons brièvement que la solution obtenue dans ce qui pré- 


cède vérifie bien les conditions du problème (du moins moyennant la régularité 
des données). 

Pour l'équation des ondes cylindriques (solution de M. VOLTERRA), cette 
démonstration a été faite par M. d’ApHEMAR.! Toute fois, M. d ADHEMAR n'a 
élucidé la question qu'en ce qui concerne les conditions aux limites, et a laissé 
de côté l'équation elle-même, le calcul des dérivées secondes paraissant présenter 
de grandes difficultés. 

La vérification de l'équation aux dérivées partielles est au contraire, par- 
ticulièrement simple dans notre manière de procéder. 

Elle est immédiate pour l'équation sans second membre, c'est à dire quand 
l'expression (38) de (— 1);r£2»,, su, se réduit à son second terme. Nous savons, 
en effet (n? r4) que, pour différentier celui-ci par rapport aux a, il suffit de dif- 


\ 


férentier sous le signe If... f. Or la quantité à intégrer ne contient les a que 
B e 1 
par le faeteur v, lequel est (n? précédent) solution de l'équation sans second 
membre. 
Soit maintenant f- 0o. Nous n'avons plus à nous occuper que de l’inte- 
grale nue 





(40) — IE [oras daas. 


T 

Nous lui appliquerons des méthodes toutes semblables à celles de la théorie 
classique du potentiel. 

Pour différentier une premiére fois cette intégrale par rapport à l'une des 
coordonnées a. il suffit de différentier sous le signe f... f'. En effet, l'intégrale 
ainsi obtenue 

IL NES EE 
(41) — E | da, dd 


c t 


T7 


a un sens, c'est à dire qu'en isolant le point © par une surface voisine = (com- 
parer la fig. schématique 4) on a une intégrale qui tend vers une limite déterminée 





1 Bull. Soc. Math. Fr. 1901, p. 190 et These, Paris, 1904. 
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quand X tend vers le point O suivant une loi quelconque. C’est ce qu'on voit 
en suivant Ja-méme marche qu'au n? 18. Mais de plus, l'intégrale précédente est 
uniformément convergente, c'est à dire que l'erreur commise en substituant le 
domaine d'intégration 7" (fig. 4) à T' a une limite supérieure qu'on peut assigner 
sans connaitre le point O, pourvu qu'on le sache suffisamment voisin de X. 

Done, d’après un raisonnement bien connu, l'intégrale (41) est la dérivée 
de (40), méme dans le domaine 7’. 

Pour différentier une seconde fois, on considérera à nouveau la surface X, 
qui décompose le domaine d'intégration en deux parties, l'une 7" comprise entre 
S et £X, l’autre 7T" comprise entre X et ©. 

Dans 7", on différentiera directement sous le signe f^... f'. 

Dans 7",.on écrira 








dv dv dv | dv 
0a; . G Oi) SYA 0%; 


dv 


ANNE s : p PVT j MAT é 
La quantité ne + donne lieu à une intégrale qu’on peut différentier 
1 





Ox; 
sous le signe f°... fen appliquant les raisonnements du n° 18. Cela tient à ce 
que les termes du moindre degré de 7’ ne contiennent que les combinaisons 
A hic, Ws Wigs gO oy Unc E 


Quant à l’integrale 





Î 


>, dv 
| dis wee dus 


0x; 


| ofida den 


T" = 





c; étant, comme précédemment, un cosinus directeur de la normale à X dirigée 


vers l'intérieur de 7" (done vers l'extérieur de 7"). 





! Cette formule, dont la démonstration repose sur la décomposition de l'intégration mul- 
tiple en intégrations simples, n'est directement applicable qu'à des domaines tels que 7", et en 
supposant la direction de l'axe des x; intérieure au cone caractéristique (comparer plus loin, 
nS 30, 31). Mais on peut choisir les axes coordonnées de manière à vérifier cette derniere condi 
tion et, d'autre part, l'intégrale n— 1Uple prise sur 2 tendant ici vers zéro, la formule s'étend 
à des domaines tels que que 7, done à T". 
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La différentiation sous les signes f^... f' n'offre plus maintenant de diffi- 








culté, et l'on a x 
0? Wiech S M, lees 7 NONE c MGR E dv .. 
— dada | A | vfda, du, — | 4: fat ride .. dan + 2 | [215 y TOUR 
E n 2 d ¥ 


(R étant une intégrale n'rle prise dans 7"); ou, encore, en faisant tendre X vers 
le point O, 


. dz, = lim. = le: ijs Ce [CHP 3 olan ee | [ [ino ds 


da; 1; 0 ay. 


Gil X 


0 a; 0 ay 
v 





Le résultat de substitution de l'expression (40) dans le polynóme différen- 


iml — fr nce as Jr ana "ds 


limite tout analogue! à celle de la quantité (36) du n° 17, à laquelle on la ramène 
sans difficulté. 


tiel F est dés lors 


23. Venons enfin aux conditions à la frontière. 

Celle qui est relative à la valeur de w sur S doit être considérée comme 
vérifiée par les calculs des n** 16 et 17 (où la surface désignée par X n'est autre 
que S). Rien en effet, dans ce qui a été exposé en cet endroit ne suppose le 
point O fixe. 

La condition relative 4 la dérivée conormale serait sans doute un peu plus 
malaisée à vérifier directement. Mais elle est certainement remplie lorsque 5 et 
la distribution des données sur cette surface sont analytiques et régulières (puis- 
que les théorèmes généraux nous enseignent a priori lexistence d'une solution). 

Or on peut évidemment remplacer S par une autre surface S' ayant avec 
la premiére un contact d'un certain ordre au point considéré A, et les données 
par d'autres également tangentes aux premières en ce méme point. Il suffit, 
pour cela, que ces données et les coordonnées de S soient dérivables jusqu'à 
l'ordre qui suit celui que l'on doit obtenir. Or on verra aisément que, si ce der- 


] ; e à dv Ss 
Les deux expressions ne diffèrent que par le changement de - en z—— et par ce fait 
Oxy, Ó a, 
que les valeurs des ay; sont prises, dans un cas, au point (a, %,.-., @,), dans l'autre au point 


(Q1, 02, -+-, ah): 
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nier est suffisamment élevé, on n'altére pas ainsi la valeur de la dérivée conor- 
male en 4.! 


24. Dans le cas où la frontière S est caractéristique, nos formules font 
connaître la fonction cherchée w à l'aide des valeurs de w seul sur cette frontière 
(jointes, bien entendu, aux valeurs de f si l'équation est à second membre). 

Il reste à montrer que les valeurs.ainsi obtenues satisfont bien à la condi- 
tion aux limites (l'équation aux dérivées partielles s'établissant comme dans le 
cas de la frontiére non caractéristique) 

Cette démonstration présenterait des difficultés particuliéres, si l'on ne 
voulait adopter aucune hypothése restrictive sur Ja forme de S. Cette frontiére, 
qui ne peut pas, ici, étre formée d'une seule surface réguliére, peut en effet, 
soit comprendre plusieurs portions de caractéristiques secantes entre elles, soit _ 
présenter des singularités, lesquelles peuvent étre de natures trés diverses. 

Le cas où S est elle-même un cône caractéristique, a été traité dans ces 
derniers temps par M. d'ADHÉMAR? pour l'équation des ondes cylindriques. 

Nous considérons l'équation générale correspondant au cas de »— 3 en 
supposant, pour fixer les idées, que S est composée de deux caractéristiques 
réguliéres sécantes entre elles. Par un changement de variables, nous pourrons 
faire que ces deux caractéristiques aient pour équations respectives x — 0, z — 0, 
les bicaractéristiques tracées sur chacune d'elles correspondant à y — const. La 


valeur de 2;ru, savoir 





(38!) si | | vi dx dy dz : | | Geog" Lun ds 


pourra, en ce qui concerne l'intégrale de surface, se transformer par parties. 
Pour cela, on choisira dS de manière à pouvoir prendre sur z=o, v— x et 
sur «=o, v=z. Soient dans le premier cas, 


dS = K dxdy 
dans le second 
dS — K'dydz 


les expressions de dS sur z=o. Le terme 





! Le méme mode de raisonnement se transporterait quoique, avee un peu plus decomplica- 
tion, au cas où l'équation elle même n'est pas analytique (en supposant démontrée, du moins, 
l'existence de la solution fondamentale dans ce cas). 

? Circolo Mat. di Palermo, tome XX, 27 mai 1905, 
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| ML 
feras - | Ku dvdy 
0x 5 


pourra s'intégrer par parties par rapport à æ. Les deux limites d'intégration, 
pour une valeur déterminée quelconque de y, sont fournies, l'une par l'axe des y, 
aréte du dièdre (fig. 5), l'autre par le conoide caractéristique. Mais le terme 
correspondant à cette dernière limite disparaît comme infini fractionnaire. I 
reste done, pour la portion d'intégrale prise sur 2—0, 


Ya 


(42) n (use — ro" — Luv)ds = pe a + K Lu + "OE Jae dy — Kuvdy 





Yı 


(l'intégrale simple étant prise suivant un segment P, P, (fig. 5) de l'axe des y). 





Le signe | n'est plus nécessaire au second membre, la quantité v n'ayant 
qu'un infini d'ordre 1. 

Nous supposons le point O trés voisin d'un 
point À (fig. 5) du plan z= o, point par lequel nous 
ferons passer laxe des x. Dans ces conditions 
tout paralléle à l'axe des y menée dans le plan 
2— 0 ou voisine de ce plan coupera le conoide I 
de sommet A en deux points dont les abscisses 
Y,, y, auront la forme 


y, À—Vu, y =ÈÀ+ Vu 


À et u étant des fonctions régulières dans les con- 





ditions où nous nous plaçons: on pourra écrire 


Fig. 5. 


G, 4, u seront des fonctions de a,b,c,x,y,2, dont les deux dernières (mais 
non la première) tendent vers zéro avec b, c, y, z, quels que soient x et a. 
Or l'intégrale 
A+ Vin 
: dy 
Va u 
À— Vu 
est, comme on sait, égale a zr. 
Done le second membre de la formule (42) est egal (au signe pres) a 


aa. ee ee ee Se eee RT 


-—— 
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: T j "x 
3 ee + AUN ee 
faa) Kus Ox Ox , 
ZU = (a E 
42 Vire 0 va 


0 


a désignant ici l'abscisse du point 4; w,, K,, @,, les valeurs de u, K, G à Vori- 
gine des coordonnées. 

L'intégrale prise sur x — o se traite de manière toute semblable (avec cette 
simplification que l’intégrale double correspondant à celle du second membre de 
(42) y disparaît, l'aire d'intégration étant infiniment petite) elle se réduit done, 
à la limite, à 

x Kyu, 
(43) : + 7 VG, 

Quant à l'intégrale triple de la formule (38'), elle tend évidemment vers zéro. 

La somme des quantités (43), (43) se réduit à 2;ru toutes les fois que la 
distribution des valeurs de w est analytique,! puisque, dans ce cas, le probléme 
est assurément possible, d’après les recherches de BEvupoN.? Ceci d’après des 
théorémes bien connus de calcul des variations, ne peut avoir lieu sans qu'il en 
soit de méme pour toute distribution des valeurs de u. C'est ce que nous vou- 
lions établir. 

Le raisonnement peut s'étendre aux cas de n=5,7,... sans difficulté 
essentielle; car les formules du n? r3 permettent de calculer l'intégrale 


At+Vu 
j | *(ydy . 

Vu— (y — 2)** : 
À—Vnu 


Nous n'insisterons pas plus longuement sur ce point et nous donnerons quelques 
indications sur l'extension des résultats précédents au probléme extérieur relatif 
à l'équation (E). i 


35. On sait que ce probléme extérieur? est celui où la surface S n'a plus 
par rapport aux cónes caractéristiques, la situation supposée dans ce qui pré- 





! Ce raisonnement parait supposer que la surface caractéristique S est elle-même ana- 
lytique. Il n'en est rien. On peut, en effet, substituer à S une caractéristique analytique 5' 
ayant avec elle un contact d'ordre aussi élevé qu'on voudra en un point de l'axe des æ, par exemple 
à lorigine des coordonnées. En vertu des propriétés fondamentales des caractéristiques, ce 
contact subsistera sur toute la bicaractéristique (ici l'axe des x) et, par conséquent, les coeffi- 
cients de « et de sa dérivée dans les quantités (43), (43') seront les mêmes sur S et sur S’. 

? Bull. Soc. Math. Fr., 1897. 

* VoLTERRA, Acta Math. t. 18; d'ApHÉMar, Thèse (Paris, 1904). 
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cède, c'est à dire où son plan tangent en chaque point coupe le cône caracte- 
ristique correspondant. S coupe alors les deux nappes du conoïde caractéristique 
issu d’un point (suffisamment voisin) O: elle est d’ailleurs supposée avoir une 
forme telle qu’elle délimite, avec ces deux nappes, un espace complètement fermé, 
et c'est à cet espace, extérieur au conoide, qu'on applique la formule fonda- 
mentale. 

Le probléme extérieur n'est pas un probléme bien posé, en ce sens que les 
données y sont surabondantes et, par conséquent, la solution n'existe que 
moyennant une infinité de conditions de possibilité. Il ne faut pas, dés lors, 
s'attendre à la voir aussi étroitement liée à notre solution fondamentale que 
celle du probléme intérieur (puisqu'elle est susceptible d'une infinité d'expres- 
sions en fonction des données) Néanmoins, méme dans ce cas, nos résultats 
permettront d'obtenir ceux de M. VorrERRA! et de les étendre à l'équation 
générale (E). 

Considérons encore notre solution fondamentale v et appliquons-lui (ainsi 
qu'à la fonction ineonnue u) la formule fondamentale non plus dans notre 
domaine T, mais dans celui que M. VorrERRA? appelle Sq. 

L'intégrale obtenue sera nulle; elle ne fera plus connaitre, par conséquent, 
la valeur de wj, mais donnera une relation entre les données, qui sera une con- 
dition de possibilité du probléme. Cela tient à ce que (n? r3 bis) la partie finie 
du volume de l'hyperboloide à une nappe est nulle 


26. Pour obtenir la véritable solution, nous partirons non de la forme que 
nous avons donnée ici méme à la méthode, mais de celle que nous avions adoptée 
dans notre Mémoire précédent, et nous prierons le lecteur de se reporter à ce 
Mémoire. ? 

Nous substituerons seulement à l'intégrale considérée en cet endroit, savoir 


p | m(t)v dt 
TUE 
où m(t) est finie, l'intégrale analogue dans laquelle nous prendrons m(t) — log (t—‘¢,) 
(f, étant la limite inférieure de l'intégrale). 
Pour 
De t = — 
Va a) + (x, — a) — (z,—a,)* —. Vr? (x; —a.)* 


(avec £ — a,), on a aisément 


! Mémoire cité des Acta Math. t. XVIII. 
? VOLTERRA, loc. cit. n9 6. 





* Ann. Ec. Norm. sup., loc. cit., deuxième Mémoire 1905; p. 104 et suiv. 
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0 : 
; 7 : $20 "— 
(44) U er | log (1 — 9?) —— — + log rr are sin %3 — fo 
, Vr — ©: r 
0 ; 
x — À > \ . ss 4 
avec 9 = ern à c'est à dire l'intégrale w, de M. VOLTERRA.! Comme dans le 


problème intérieur, après avoir porté cette fonction V, dans la formule fonda- 
mentale, il restera à différentier par rapport à £,. Il revient d'ailleurs au méme 
de faire d'abord cette différentiation dans l'expression V, elle méme. On trouve 
ainsi, si l'on opére sur l'expression (44), la quantité 
Takes Cer ye 

z 





log 





c'est à dire celle qui figure dans la formule (F') de M. VOLTERRA.? 


i^t bU - dan 
Il est aisé de donner à dt. une expression tout analogue dans le cas général. 
0 


On peut, en effet, mettre /' sous la forme? 
D -—n(2,2,,2,) [B —(t— A)?] 


où A et B sont des fonctions holomorphes de x,, »,, x,. En reportant ceci dans 


; : ye : 
v et développant la fonction —— suivant les puissances de [B — (t —4)?],* on 
n 
voit immédiatement que la partie principale du résultat aura la méme forme que 
dans le cas de l'équation des ondes cylindriques savoir 


DENT. T 


| 2 T— = og 
VB—(t— 4)? VB Va Vir nVB 


(puisque V a la valeur ı au point O). B est d’ailleurs, à un facteur régulier et 
différent de zéro prés, la carré de la distance géodésique du point (x,, z,, x4) à 
la ligne d'intégration L. 

En opérant sur cette quantité comme nous avons opéré précédemment sur v, 
on aura évidemment, comme coefficient de wy, aux facteurs numériques près déjà 


écrits précédemment, l'intégrale 


G—2)} 


1 3 
| | LE) (78€. iu] 
Le I ft 
—1 


(B étant l’intégrale eulérienne de première espèce: comparer n, 31). 





* Joc. cit. p. 170. ? loc. cit. p. 193. 

* Les notations sont celles de mon travail cité des Annales de l'Ecole Norm. sup. 1905 n? 19. 
J'ajoute que le calcul ainsi présenté n'est pas essentiellement distinct de celui que M. Poincaré 
a développé dans son mémoire Sur les propriétés du potentiel et sur. les fonctions abéliennes (Acta 
Math., t. 22; 1899, p. 114 et suiv.). 

* Ann. Ec. Norm. loc. cit. p. 100. 
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27. Si, au lieu de prendre le point O intérieur à 5. on l'avait supposé ex- 
térieur, la solution fondamentale v correspondante aurait été réguliére dans toute 
la portion d'espace comprise à l'intérieur de S et à l'extérieur du conoide caracté- 
ristique de sommet O (cette dernière frontière exclue): dés lors, en appliquant 
la formule fondamentale à cet espace (v étant la solution fondamentale en ques- 
tion et u la fonction cherchée), on aura une nouvelle condition de possibilité du 
probléme. 

Le systéme de ces conditions de possibilité est équivalent à celles qu'indique 
M. d’ApHÉMAR! et qui consistent à exprimer que la solution calculée comme il 
est expliqué au n° précédent, vérifie les conditions aux limites sur S. Cette 
équivalence tient à ce que les intégrales prises sur 5 présentent (comme l'a re- 
marqué M. VorrERRA? pour l'équation des ondes cylindriques) les mêmes dis- 
continuités que les potentiels de surface, ainsi qu'on l'établit par les méthodes 
employées au n? 23. 

Il est clair que ces conditions sont suffisantes pour la possibilité du pro- 
bléme, de sorte qu'elles contiennent celles que nous avons obtenues au n? 25. 


28. Tout ceci s'étendrait sans difficulté aux autres valeurs impaires de m. 

On traiterait par des méthodes semblables, les équations non normales 
dont s'est occupé spécialement M. Covrow,? celles dans lesquelles la forme A 
contient plus d'un carré de chaque signe. Dans ce cas (le nombre total des 
variables étant toujours supposé impair) entre le cóne 

El (a5, 055 ee m) 0 
et les deux surfaces du second degré 
(45) EDS, 32,0. an) EE 
sont compris deux volumes dont on peut calculer les parties finies: il est aisé 
de voir que l’une d’elles (celle que l’on obtient en donnant au second membre 
de (45) le signe qui appartient à un nombre pair de carrés du premier membre) 
est nulle, l’autre différente de zéro. Cette dernière n’est autre (comparer plus 
loin n° 31) qu'une intégrale eulérienne de première espèce. 

Il en résulte que les problèmes de Caucuy (impossibles d'ailleurs en général) 
que l'on peut se poser relativement à une équation du type de M. Covrosw, se 
résolvent les uns directement à l'aide de la solution fondamentale, les autres par 
le procédé indiqué au n° 26. 


! These p. 58 et suiv. 
? Congrès International des Mathématiciens, Paris 1900. 
CouLox, These, Ch. III, IV 
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V. Les équations à un nombre pair de variables. 


39. Les premiers exemples qu'on ait pu donner de Ja résolution du pro- 
blème de Caucuy pour le type hyperbolique ne se rapportent pas à des équations 
qui rentrent dans la catégorie précédente. Ce sont la méthode de RrEMANN et 
celle de KiRCHHOFF. L'une est relative au cas de n — 2, l'autre à celui de n= 4. 

Une singularité disparaît alors comme nous le verrons: c'est l'intervention 
des intégrales infinies. Ainsi s'explique que les solutions qui viennent d’être 
rappelées aient été trouvées les premières. 

Dans le cas général, au contraire, les valeurs paires de n doivent être con- 
sidérées comme offrant des difficultés nouvelles. 

Les méthodes précédentes cessent de s'appliquer, et cela pour deux raisons: 

D'abord la solution fondamentale n'est plus bien déterminée (n° 2). 

En second lieu, il ne sera plus légitime de parler de la partie finie des in- 
tégrales que nous serions conduits à employer, puisque l'exposant d'infinitude, 


SON RE n — 2 n ß ; ; : 
c'est à dire l'exposant — — ou -, avec lequel figure 7" au dénominateur dans 
2 2 


la solution fondamentale ou dans ses dérivées, est un entier. 

En fait, il ressortira de la nature méme des expressions auxquelles nous 
aboutirons, qu'elles ne pourraient pas étre obtenues par une imitation pure et 
simple des méthodes employées jusqu'ici. 

La marche que nous suivrons consistera à déduire la solution d'une équation 
à » variables | ? : 











\ 02 ) 
(E) F(u)— Wa gan Xa ES 3e Mon om mue 1235-5 0 09 CA) 


rd. : 
de celle d'une équation analogue à n + 1 variables 


72 
(E') P'(u) = F(u) — 5-5 =f (ay, 22, -- -» En) 


(où z désigne la n + 1*"* variable). Si, comme nous le supposons, la forme 


7L 
Ale N aix zin 
i,k=1 
relative à l'équation (E) comprend un carré positif et » — 1 carrés négatifs, la 
forme analogue A’ relative à l'équation (E comprendra un carré positif et n 
carrés négatifs. La quantité 7 analogue à I, pour l'équation (E') sera 


Acta mathematica. 31. Imprimé le 11 mars 1908. 47 
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I ms IE e E 
OÙ (x,,4,,..., En, Z) et (a,, a, ..., an, c) sont deux points de l’espace à n +7 
dimensions. 


Nous allons tout d'abord trouver les relations qui existent entre les solutions 
fondamentales des deux équations ou plutót entre celles de leurs adjointes 


(E,) G(v) — o, 





(Ej) 6 (v) = 6() —: 


C'est ce qui a été fait dans le travail eite,! pour le cas de» —2. Le calcul 
est tout semblable pour les valeurs supérieures de n, à ceci prés que nous aurons 
encore affaire à des intégrales infinies dont il faudra prendre les parties finies: 


la solution fondamentale de l'équation (E,) sera 





la solution fondamentale de l'équation (E); par w, une fonction régulière. 
V' est, comme on le constate aisément, une fonction paire de z—c. En 
l'ordonnant suivant les puissances de (z — c)? — 1: 


y' — Y —3iWie—c?— ry, 


0 


nous aurons la partie singuliére de l'expression (46) sous la forme 





= ; nl x Es „nl 
(42 i Me mE ee F qe. 
0 T 5 JS 
z+VI VI 


En remplaçant la limite supérieure c,—z par e,, on n'altére le résultat que 
d'une quantité holomorphe en zx,,2,,..., 354, @,, @,...,an. Les formules (27). 
(27) donnent, dés lors, pour n= 29n,, 








"Ann. Ee. Norm., rer Mémoire, n9 I9, p. 108—110;" 1904. 
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n—2 . o0 
TAN I . lor w : 
8) (—r)"—-!o— j— E = W;rl:—-— Cy W I-41 4 w 
(48) ( p ey 2(n, —i— 1) Con ir : 2 A ie fi 


w étant encore une fonction régulière. 


La quantité v coincide forcément avec celle que nous avions écrite précé- 
demment: on a 


aC ceres rs wre, 
(49) ty op nisi 1) uaa 


oo 
: N 4 
Vo Cu D Cosa Wir 
t=m-1 


w pouvant être augmenté d’une fonc- 
tion régulière, solution de l’equation. 
Les W; sont des fonctions de #,,x,, 


i Un, A, 05, .--, An. 


30. Cela posé, pour obtenir une 





solution de l’equation (E) répondant, 
sur la mulplicité S, aux conditions don- 
nées, nous considérerons, dans l’espace 





à n + ı dimensions défini par les coor- 
données (x,, %, ..., Yn, 2), la multipli- 
cité S' (hypercylindre) qui a pour pro- 
jection S (fig. 6),* c'est à dire celle 
qu'on obtient en prenant successive- 
ment pour 2,, 2,,..., v, les coordon- 





nées d'un point quelconque de S et pour 
z toutes les valeurs réelles possibles. 


Fig. 6 


Si S est situé par rapport au conoide 
I’, comme nous l'avons supposé jusqu'ici, il en sera de méme de 8’ par rapport 
à I". Une solution w de l'équation (E) étant définie par la double condition: 








de prendre en chaque point (x,, ,,..., x,,z) de S'la valeur que doit avoir 
u au point correspondant (2,,%,,...,%„) de S; 
d'avoir pour dérivée conormale, au point (2x,,2,, .... $,, z) la valeur donnée 
dau 
de dv en (2, , T, Soc Ln), 
! La figure 6, relative au cas de n=2, peut servir comme figure schématique pour le cas 


général. à 
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cette solution sera unique, d’après ce qui précède (pour n pair), indépen- 
dante de z et satisfera à l'équation (E). On aura donc ainsi une solution du 
problème proposé, et réciproquement. 

La fonction w sera donnée par la formule (38), soit 





(50) (— x)" 0, ous = 2] ER | viaa, Gh, a do (harsh ak 
Js Su 


|: : / ‚du ! I 
|l ee | ug vg, Luv ds 


où T' désigne la portion d'espace à n + 1 dimensions comprise entre S' et I”. 
S', (fig. 6) la portion correspondante de S' et n — 2n,. 





T' est projeté sur l'espace à n dimensions Z, suivant la région 7 comprise 
entre S et I, c'est à dire que si le point (z,, x, ..., v4, z) appartient à T" le 
point (z,,2,,..., x,) appartient à 7 et qu'inversement, tout point de T est 
la projection commune de points de 7", à savoir, tous ceux dont les z sont 
compris entre + VI’ et — VI" (en supposant nulle Ja n + 1*"* coordonnée de O). 

De méme S', est projeté sur E, suivant S,, chaque point de S, étant la pro- 
jection d’une infinité de points de S',, ayant leurs z compris entre + VI^ et — VT. 

D'aprés cela, le premier terme du second membre de (50) s'écrira 








^ +VT 
-— | sj [Glee oos 0 0.0 CHR | v'dez — 
d Tyr 
EVT = 
a y Wr — 2} 
— — S28 CR os s trito 2 1-08. 
4 x (T—2)" 2 
—-Vr 


Nous diviserons le domaine d'intégration T en deux parties T, et 7,, dont 
la seconde comprend les points voisins du conoide caractéristique, par une 
frontière c, que nous ferons tendre ensuite vers I’. 

A la partie T, correspondra, dans 7", une portion 7", limitée par 7" d'une 
part, par un cylindre de base o, de l'autre. L'intégrale relative à 7", s'obtiendra 
en intégrant n fois, dans T,, l'intégrale simple relative à z 


e 


Pire 
Ta D Wr -—2y 
— dz. 
(2) 
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Or il résulte des formules obtenues au n° 13 que cette intégrale (où tous 
les termes d'indice à inférieur à n, —ı disparaissent) est égale à x, multiplié 
par le coefficient du logarithme dans l'intégrale (47), c'est à dire à zx V,. 

Déjà, par conséquent, dans ce premier terme, la quantité infinie sur le 
conoide, qui figurait sous le signe f... f^ dans les formules relatives au cas de n 
impair, est remplacée par la quantité parfaitement régulière x V,f. 


31. Dans 7,, nous considérerons un systeme de lignes /, joignant chacune 
un point de I (défini par des coordonnées /,, 4,,..., 44.1) à un point de o,. 
Un point de T, sera donc défini par les valeurs de 4,, 4,, ..., Ani et de I, 
cette dernière quantité variant de zero à une quantité 7 trés petite si o, est 
très voisin de I. 

Soit 

Jy ree Lo Pe 
l'élément de 7,. 

Si T', est la partie de 7’ projetée suivant 7,, un point de 7", sera défini 
par les coordonnées A,, 45, .. ., Ana, I, 2. 

Intégrons d'abord suivant les lignes Lest à dire en laissant Ads Atto mese 
constants. Puis nous ferons varier z et enfin 4,, 4,, ..., 44,4. En opérant ainsi, 
nous aurons deux sortes de termes complémentaires, une intégrale n?!® et une 
intégrale »-— 1"P*, celle-ci résultant de ce que la partie finie de l'intégrale prise 
suivant / est trés grande quand / est trés courte. Nous pouvons d'ailleurs re- 
marquer immédiatement que les termes correspondant à à >n,— 1, dans le dé- 
veloppement de v', ne donnent qu'une intégrale finie au sens ordinaire, et infini- 
ment petite quand 0°, tendra vers I’. Nous en ferons done abstraction. 

Pour i € », — 1, soit 





(51) Kp Wi Mo Magy D) ve Wily — Fer... 





le développement de K/W; suivant les puissances de y — 1", f W; étant supposé 
exprimé en fonction de 4,,4,,..-, 443, [', de sorte que les M;;, qui sont fonc- 


tions de A,, 2,, ..., À, 1 seulement, représentent à des coefficients numériques et 
aux signes près, les dérivées successives du premier membre par rapport à /, 
pour I! =y. 

Un terme quelconque du développement (51) nous donnera, suivant /, l'inté- 


1 
it+k—m : '(x — t) 
ay ale Dai. 


grale simple 


= n1—1—5 
0 T 
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L’integrale qui figure au second membre ne serait autre, si », —i—4 était 
inférieur à 1, qu'une intégrale eulérienne de première espèce 


TG +9) (ka). 
'(i—n,+k+3) 








(53) Bik +1, i—m +9) 


On vérifiera sans peine que cette expression reste vraie ici pour notre «partie 
finie»: il suffira d’exprimer celle-ci par une intégrale suivant un lacet, comme 
nous l’avons indiqué au n° 6. 

Nous devrons, ensuite, intégrer l'expression (52) par rapport à 2, de —Vy 
à + Vy, en prenant la partie finie du résultat. Or la quantité 





est nulle, nous l'avons vu, pour <+k— m, +3<—4. Pourz+k—n,+3>—#4, 
elle est infiniment petite avec 7 et, par conséquent, disparaît à la limite. Nous 
n'avons done à retenir que les valeurs de ? et de k telles que 


(55) 1+k—=n,—2. 
L'intégrale (54) est alors égale à x. Le coefficient (53) devient 


I (t—n, + 3) P (n, —2— 1) 
7%) x 


re A Er) Mn 


L(i)r(n,—i—4)  (m,—i— x) (na i 











Nous avons done, au total, en réunissant tous les termes ainsi obtenus par 
intégration relative à I et à z et faisant ; — o, 
(— ry 
JR ee ds 
meet ue 
ou 7 varie de o à n,—2, k étant donné par l'égalité (55) et les M;; ayant les 
valeurs qui correspondent à 7 — 0, de sorte que (— 1)" My; est le coefficient 
de I* dans le développement de KfW; suivant les puissances de I” (les A étant 
toujours considérés comme constants). 
Dès lors, la somme précédente est le coefficient de 7? dans le développe- 
ment, suivant ces mémes puissances, de 
= Wil* 
—aKf> - a] ER a nj 
(n, —i— 1) Cu—ia 





y 


c'est à dire de 7 Kf, 
C n1—1 
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Intégrons enfin par rapport à 4,,4,,.-., 44, 4: Sur la multiplicité o, définie 





par l'équation [|'— y, où y est une constante quelconque, le produit Kd, d),. 
.... din donne un élément do, qui peut être considéré comme défini par 
l'égalité l 


(56) HO CHO Seite Cbs cou oto. 
L'intégrale 
=| | erras 


sera une fonction de 7, que l'on pourra développer suivant les puissances de 7 


en développant de cette maniére le produit Af et intégrant par rapport aux 4. 
Done la quantité que nous cherchons s'obtiendra en multipliant par 
2a(—1)™ le coefficient de ;"—! dans le développement de /;, ou, si on veut, 


" 


elle est égale à 





(57) | (— x)=" = 


ze 


Elle contiendra, comme on voit, les dérivées jusqu'à l’ordre n, — 2 de f 
et celles de V. Cette dernière fonction n'est déterminée qu'à des termes près 
contenant en facteur /'":—!; mais on voit que ces termes n'influent pas sur l’ex- 
pression précédente. 

La partie de la valeur ug qui correspond au terme 


| ; | Ha jv fdx, dx, . . dx, dz 


se compose done de l'intégrale "e 


7€ ff [mas qoo dy, 


étendue à l’intérieur de I’, et de l'expression (57), intégrale n — rte étendue à 
la surface de I. Ces deux quantités ne contiennent, cette fois, aucune fonction 
infinie, mais seulement les deux fonctions réguliéres V, pour l'une, V pour l'autre. 


32. Nous avons, il est vrai, pris l'intégrale J; sur toute la partie de la 
multiplicité P-— 7 comprise à l'intérieur du domaine 7’, alors que nous aurions 
dû exclure d'abord le voisinage immédiat du point O par une surface auxiliaire 
X, puis tous caleuls faits (c'est à dire après la dérivation indiquée par la for- 
mule (57)) faire tendre la partie ainsi exclue vers zéro. 


Mais on s'assure aisément que la partie de J; interceptée par X a une 





dérivée n, — 2itme, déterminée pour y — o, laquelle tend vers zéro lorsque X tend 


vers ce point O. 
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33. Une évaluation toute semblable s'applique évidemment à l'intégrale 


JOD ab de 


On aura, pour cette quantite, la valeur 





Di: du + kur.) dS + 2 "m a eee 


)e 





I) Lee Lu v) ds; 


8 


D 
ou s; est lintersection de S par la multiplicité 7'— 7, et ds;, l'élément de s; 
défini par la relation 
(58) ds;dT =dS. 

Passons, enfin, au terme 


(59) rs das - f... f ud asas IE 7" dS dz. 


Une méthode semblable lui sera encore applicable. Le nombre n, devra étre 
I 


dy 


Dès lors, soit considérée l’intégrale 


+ 


1 
changé en n, +1, puisque contient en dénominateur (/—2?) ? et non n,—4. 


(60) 


g Such 


(les termes remplacés par des points étant réguliers pour =o): on aura 





(61) hr : | ur as = x |. : j^ U,dS +27 Tr amos i : | nuts. 
s Sy 


Or l'intégrale (58) n'est autre que 








d ; d V 3 
Hs | vàs— = + Vologt 2]. 
vr 
On a done 
J _4d V, f= iP dV var el ar 
U, Zu? [ LS m — (n, — 1) zr + VTT PM 


Ce sont ces valeurs qu'il faudra reporter dans (6r). 
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34. Au premier abord, les expressions ainsi écrites présentent un inconvé- 
nient que ne manifestaient pas les précédentes. Elles paraissent dépendre des 
termes en [:— de V, termes qui ne sont pas déterminés. 

Il est aisé de vérifier que cette dépendance n’est qu’apparente. 

Imaginons, en effet, qu'à partir de chaque point de S', on porte, sur la 
conormale, une longueur constante très petite ». Designons par S', le lieu des 
points ainsi obtenus et, en chacun d'eux, donnons à w la méme valeur qu'au 
point correspondant de 4". 


Le terme (61) sera, dans ces conditions, la T par rapport à v, de la 
quantité 


| be = was 


c 
el 
S 
v 


et, par conséquent, sera egal a 





x = nı 1 Inder 4 > 
zu V,udS+ 2» nn et = = Vuds; 
e DEDE M 
Sy "yv 


ou S, est la trace de S', sur l'espace Z,; s,,, l'intersection de S, par I —; 
(l'élément ds; comme, plus haut dS, étant toujours celui qui correspond à v = o). 

Cette expression est équivalente à la précédente; mais il est visible, cette 
fois, que les termes en /": de l'expression de V n'y figurent pas. 


35. Le calcul du terme 
| 7 B M 
--- Jus d$! 
, | Jj dA 
compléte la solution du probléme. Nous avons l'énoncé suivant: 


Soient pour n — 2n: 
V,V, les deux fonctions réguliéres qui figurent dans la solution fondamentale 


a 
D Vi, los ner RE 


de l’équation adjointe à la proposée; 
, T, S,, les domaines analogues à ceux qui ont été définis pour n impair; 6 





la pa de la multiplicité T = y (y étant une constante positive très petite) comprise 
à l’intérieur de T; sy, l'intersection de cette même multiplicité avec S,, les éléments 
des multiplicités o, et s; étant définis par les égalités (56), (58). 
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La solution du problème de Cauchy sera donnée par la formule, 


Q | dV, 
+ no =— Hide 15 dag sd es IS LAS FUN: gu, V, Jas 
DOP En » dy 


So 


(62) = ER [ [^ jl FEda 5 Js n pe ee a 


Sy 


I = Var m—l 
acta JA tend 


Il est inutile d'ajouter que les dérivations sous les signes f... f' indiquées 








dans cette formule se font par les régles classiques et ne donnent lieu à aucune 
des difficultés rencontrées par M. d'ApHÉwaR à propos de la formule de M. 
VOLTERRA. 
36. Pour »—2, n,—1, V, est la fonction de RIEMANN. Tous les termes 
en V disparaissent de la formule précédente, dont le dernier terme se réduit a 
V,u. On retrouve alors la formule classique déduite de la méthode de RIEMANN. 
Pour » —4, n, —2, un seul terme exigera une dérivation par rapport à y: 


ce sera le terme 2 J 2 | (n— a ds;. Tous les autres seront directement 


T o Jar 3s : du 
exprimés (sans différentiation) en fonction de valeurs de u et de dy PUT S, ou 
o 


s,, et des valeurs de f dans 7 ou sur I. 


Pour l'équation du son, la solution fondamentale est v — == aM (z ayant 
aii ps 


la signification classique). On a done V=1, V,— o. Il suffit de substituer les 
expressions dans la formule (62) pour retrouver celle de KIRCHHOFF. 
Pour l'équation des ondes amorties, 


a?4wu— ZI — ku -—o 
la solution fondamentale se déduit de celle de l'équation du son en multipliant 
par une fonction de BrssEL. On retombe ainsi directement sur les résultats de 
MM. BIRKELAND, CARVALLO, BRILLOUIN. 

37. L'expression de linconnue cherchee est, on le voit, notablement dif- 
férente de celle qui convenait au cas de n impair. Dans cette derniére, c'était 
la solution fondamentale qui s'introduisait directement. Ici, la solution fonda- 
mentale est encore à la base du calcul, mais parce qu'on lui emprunte les deux 
fonctions V, et V qui, seules, interviennent dans les opérations. 
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D'autre part, la valeur de l'inconnue, pour n pair se présente sous la forme 
d’une somme de deux intégrales, l’une étendue à l’intérieur du conoïde carac- 
téristique, et dont l'élément contient en facteur les données elles-mêmes multi- 
pliées par des fonctions connues: la seconde étendue au conoïde caractéristique 
lui-même, portant dans les mêmes conditions sur les données et leurs dérivées 
jusqu'à l'ordre n,—2 (ou méme m, — 1r). Les intégrales ainsi écrites ne portent 
d'ailleurs que sur des quantités finies, si les données sont réguliéres. 

Dans le cas de » impair, nous avions une intégrale unique, portant sur les 
données (sans dérivation) mais présentant le caractére paradoxal étudié précé- 
demment et qui, par là méme, contient en quelque sorte, virtuellement une inté- 
grale de frontiére. 

Une telle expression doit, par conséquent, être considérée comme inter- 
médiaire entre deux expressions de la catégorie précédente (les intégrales ordi- 
naires rencontrées pour le cas de n pair) correspondant à deux valeurs consé- 
cutives de n,. 

On lui reconnaitra également ce caractère si l'on se place à un point de 
vue que j'ai indiqué précédemment dans une Note présentée à l'Académie des 
Sciences de Paris,’ et qui est celui du caleul fonctionnel linéaire. 

Considérons l'expression 


a 


(63) {vegan + Ayo) + 4 U (0) + + + An (o) 

0 
où g est une fonction donnée (finie), Y une fonction arbitraire; W,..., Wa) les 
dérivées successives de W; A,,... des nombres donnés. ^ 


Si nous prenons 
(64) y — uflu(e— 2] 
f ayant les propriétés indiquées dans la Note citée, et u croissant indéfiniment, 
l'expression (63) tendra vers une limite déterminée? pour o «v, ««. Il en sera 
de méme pour x, =o si la formule (63) se réduit à son premier terme. Dans le 
cas contraire, cette expression augmentera en général, indéfiniment comme u™*!. 


Traitons de méme l’integrale 





a 


ONE 


| (x) 


a ar 


! tome 136, p. 351; 9 février 1903. 
? Voir la Note citée. 
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Par la substitution (64), pour x, — o, on obtient (comparer n° r2) une quan- 
tité sensiblement proportionnelle à u^ *^. 

Il est clair que le cas de nos intégrales multiples est tout semblable. 

38. Enfin les formules précédentes nous fournissent une réponse à la 
question suivante: 

Pour quelles équations linéaires le principe de Huyghens est-il vrai? 

ce principe de HvvaHENs étant pris au point de vue où je m'étais placé 
précédemment, je veux dire signifiant que l’intégrale résiduelle est nulle; autrement 
dit, que la solution s'exprime par une intégrale étendue au cóne caractéristique 
lui méme, et non à l'intérieur de ce cóne. 

D'aprés ce qui précéde, la condition nécessaire et suffisante pour cela est 
évidemment V,—o. Les équations qui admettent le principe de HUYGHENS sont 
done celles dont la solution fondamentale manque de terme logarithmique. 
L’absence de ce terme exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les 
ondes régies par ces équations ne diffusent pas. 


as 
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SUR UNE EXTENSION D'UN PRINCIPE CLASSIQUE DE L'ANALYSE 


ET 


SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS MONOGENES 
DANS LE VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER. 


PAR 


E. PHRAGMEN zr ERNST LINDELOF 


à STOCKHOLM à HELSINGFORS. 


Les résultats que l’un de nous a fait connaître dans ce journal! sont 
susceptibles d'étre notablement étendus et précisés, en méme temps qu'on peut 
les rattacher aux principes élémentaires de l'Analyse. On arrive ainsi à certains 
théorémes nouveaux d'un caractére assez général, qui semblent appelés à jouer un 


role dans l'étude des fonctions monogénes dans le voisinage de leurs points 
singuliers. 


I. Principe général. 
1. On connaît le rôle que joue dans l’Analyse le principe suivant: 
Soient dans le plan de la variable complexe x un domaine connexe, T, et 
1 
une fonction monogène, f(x), régulière à l'intérieur de ce domaine. Supposons que 


le module |f (x)| est uniforme dans le domaine T et vérifie pour tout point £ de son 
contour cette condition : 


(A) Quelque petit qu'on se donne le nombre positif e, l'inégalité 
1/()| «€ +e, 
oi C désigne une constante, est vérifiée dès que x, restant à l'intérieur de T, est 
suffisamment rapproché du point §. 
Dans ces conditions on aura, pour tout point pris dans l'intérieur de T, 
(1) Ifa] € €, 


l'égalité étant d'ailleurs exclue si la fonction ne se réduit pas à une constante. 


1 B. PHRAGMÉN, Sur une extension d'un théorème classique de la théorie des fonctions, Acta 
mathematica t. 28, p. 351—368. 
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Voici maintenant la généralisation de ce principe que nous avons annoncée, 
et dont nous développerons quelques conséquences dans la suite de ce travail: 


Principe général. Admettons que le module de la fonction monogène f(x), qui 
est supposée régulière à l’intérieur du domaine T , soit uniforme dans ce domaine et 
vérifie la condition (A) sur son contour, en exceptant les points d’un certain ensemble E . 

Admettons d'autre part qu'il existe une fonction monogène. w(x), régulière et 
différente de zéro dans T et jouissant en outre des propriétés suivantes: 

(a) A l’intérieur de T le module |w(x)| est uniforme et vérifie la condition 


|o (2) | € 1. 


(b) En désignant par o, & des nombres positifs aussi petits qu'on voudra et 


par € un point quelconque de l'ensemble E, on aura 


|o*(z)f(z)| « € +e, 


dès que x, restant à l'intérieur de T, sera suffisamment rapproché du point £. 
Dans ces conditions, la conclusion (1) reste valable pour tout point x intérieur 
au domaine T. 
Considérons en effet la fonction 


F(x) = w°(x) f(x). 


Elle est d'abord réguliére et son module uniforme dans le domaine T. En 
vertu de Vhypothése (a) on a, d'autre part, |F(x)|<|/(x)| dans le méme 
domaine, d’où il résulte que F(x) vérifie la condition (A) pour les points de son 
contour qui ne figurent pas dans l'ensemble E. Mais, en vertu de l'hypothése 
(b), la eondition (A) a lieu aussi pour les points de cet ensemble, et le principe 
rappelé ci-dessus nous apprend done que |F(x)|<C, ou bien 
If) € Cello)”, 

pour tout point à l’intérieur de 7. Comme cette conclusion subsiste quelque 
petit qu'on ait choisi le nombre c, nous arrivons bien au résultat voulu. 

2. Il est possible de présenter les hypothèses admises ci-dessus sous une 
forme plus générale, qui nous sera utile dans la suite. Nous allons en effet 
démontrer cette proposition: 

Les autres conditions restant les mêmes qu'au n° 1, admettons qu'on puisse 
diviser l'ensemble E en un nombre dénombrable d’ensembles partiels 


E og ect Doy ee 


de telle manière que, à chaque ensemble E,, corresponde une fonction monogène c, (x), 
régulière et différente de zéro dans T et jouissant en outre des propriétés suivantes : 


— Ai 


Eee S| Oe BEE ee 
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(a)! A Pintériur de T le module |w,(x)| est uniforme et vérifie la condition 
Jo.(@)| € x. 


(b)' c, e désignant des nombres positifs aussi petits quon voudra et E, un 
point quelconque de l'ensemble E,, l'inégalité 


Joh (a) f(x)| « € + € 


est vérifiée des que x, restant à l'intérieur de T , est suffisamment rapproché de &,. 

Si ces conditions sont remplies, il existe une fonction w(x) jowissant des 
propriétés énoncées au m? 1, en sorte que l’inégalité (x) aura lieu à l'intérieur du 
domaine T. 

Pour la démonstration, prenons d'abord une suite de nombres positifs 
décroissants &, &,..., &,... dont la somme est finie, puis une suite de 
domaines 7,, T,,..., T,,..., tous compris dans 7 et tels que tout point 
donné à l’intérieur de 7 appartienne à 7, dés que » est suffisamment grand. 

Comme w,(x) ne s'annule pas dans 7', on pourra choisir le nombre positif 
o, de telle sorte qu'on ait 


x €|o»" (z)| € x * & 


tant que x reste dans le domaine 7,. Les exposants o, étant ainsi fixés, for- 
mons le produit ^ 


leo | co (Ge) ed co 2 (ae) tee 


En vertu de l'inégalité ci-dessus, ce produit converge uniformément dans 
toute aire comprise dans le domaine 7 et n'ayant aucun point commun avec 
son contour, et représente par conséquent dans ce domaine le module d'une 
fonction monogène, régulière et différente de zéro. 

On voit de suite que cette fonction w(x) vérifie la condition (a) du n° r. 
D'autre part on a, pour chaque indice v, 


| o(x)| € | o" (2) |; 
d’où 


Lo (æ) f(x) | < Jeon (2) . f(x) |, 


et, en tenant compte de l'hypothése (b)/fci-dessus, on en conclut que la fonction 
(x) vérifie aussi la condition (b) pour les points faisant partie de l’un quelconque 
des ensembles Z,, c’est à dire pour tout point de l’ensemble #. 

Done la fonction w(x) jouit de toutes les propriétés énoncées au n° r, ce 
que nous voulions établir. 
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II. Quelques applications du principe général. 


3. Comme premiére application du principe établi ci-dessus nous démontrerons 
la proposition suivante: 

Soient un domaine connexe T et une fonction monogène f(x) régulière à l'intérieur 
de ce domaine. On suppose 

1? que la condition (A) du n° 1 est vérifiée pour les points situés sur le contour 
de T, en exceptant les points faisant partie d'un certain ensemble dénombrable E; 

2° que, x, étant un point quelconque de E et « un nombre positif aussi petit 
quon voudra, le produit 


(x — x,)° f (a) 


tend uniformément vers zéro lorsque v tend vers x, en restant à l’intérieur de T . 
Cela étant, on aura 

(1) [f(a] xc 

dans tout le domaine T . 
Posons en effet 


a étant un point quelconque situé en dehors du domaine 7'!. Cette expression 
représente une fonction monogène, régüliére et différente de zéro à l'intérieur du 
domaine 7Z, et, comme elle prend une valeur finie pour «=, son module 
reste dans tout ce domaine inférieur à une certaine quantité positive M,. En 
ayant égard à la condition 2° ci-dessus, on voit donc que la fonction 


(Wy (€) = LT 


jouit bien des propriétés (a) et (b) du n? 2, d’où résulte notre proposition. 
4. Voici une autre conséquence de notre principe, dont nous indiquerons 
dans la suite différentes généralisations: 


1 Si le point x, est à l'infini, on posera 9,(z)— ———. Si le domaine T avec ces points 


limites embrasse tout le plan, on choisira pour a un point régulier de f(x) situé à l'intérieur 
de T, et on exclura provisoirement du domaine T un petit voisinage du point a. Notre démonstra- 
tion sera alors applicable au domaine ainsi formé et, en désignant par C' la plus grande valeur 
de |/(x)| dans le dit voisinage de a et par C" la plus grande des deux constantes C et C', on 
pourra en conclure que |/(x)|X C" dans tout le domaine T. Or on a nécessairement C" — C, 
car si on: avait C" > C, c'est qu'on aurait C’ > C, C" — €', Dans ce cas |/(z) | prendrait sa valeur 
maxima C' en un point situé à l'intérieur de 7 et on devrait avoir |/(z) | = €' dans tout ce 
domaine, ce qui est en contradiction avec la condition 19. 
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Soit une fonction monogène f(x) de la variable complexe x re" qui, dans 
. l'angle T défini par les inégalités 
PL , TC 
2) MERE Cr 
est régulière et jouit des propriétés suivantes : 
1° la condition (A) du n° I est remplie pour tout point du contour de T. situé 
à une distance finie de l’origine; 
2° al existe un nombre positif k « « tel que le produit 
e f(x) 
tende uniformément vers zéro à l'intérieur de T lorsque r croît indéfiniment. 


Dans ces conditions, l'inégalité (x) est verifiée à l’intérieur du domaine T. 
La démonstration est immédiate. Posons en effet 


w(x) =e (k<k' <a), 
fonction qui est évidemment régulière et différente de zéro dans 7. Son module 
s'écrit 

|o (x) =< e cos ^q . 


et l'on aura done à l'intérieur de T 


lo@)I<e 
M. " E: ku za 
en désignant par 3 la quantité positive cos É =]. Il en résulte que Jw(a)|< 1 


dans le domaine en question et. d’autre part, que le produit 
w(x) fe), ‘ 


quelque petit qu'on se donne le nombre positif c, tend uniformément vers zéro 
lorsque a, restant à l’intérieur de 7, tend vers le point à l'infini (qui est dans 
ce cas l’unique point de l’ensemble Z). La fonction w(x) vérifie donc Jes conditions 
énoncées au n? r.et, par suite, notre proposition est démontrée. 

Signalons, en passant, la conclusion suivante, qu'on déduit immédiatement 
de cette proposition en tenant compte de la remarque faite au début du n* s. 

Si l'on sait que l'ordre d'une fonction entière donnée m'est pas supérieur à un 
nombre fini o et que son module reste au-dessous d'une limite finie sur certains 
rayons, disposés de telle manière que l'angle compris entre deux rayons consécutifs 


quelconques soit inférieur à T. on peut affirmer que la fonction se réduit à une constante. 


5. La démonstration donnée au n° 4 reste valable dans le cas où T est 

3 ; . à ; de 
un domaine connexe quelconque faisant partie de l'angle (2). D'une manière 
générale, il est permis de choisir pour 7T tout domaine qui pourra être enfermé 
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TT ô . . 
dans un angle d'ouverture —, quelle que soit son orientation. En effet, en 
e 


effectuant. un déplacement convenable, représenté analytiquement par une certaine 
transformation linéaire z'— ax +6, on pourra toujours ramener cet angle dans la 
position (2), et la fonction donnée se trouve alors transformée en une fonction de 
x à laquelle s'applique notre raisonnement. ! 

Mais voici une remarque plus intéressante. Nous montrerons en effet que, 
dans la proposition du n° 4, il est permis de substituer à la condition 2° la 
suivante qui est plus générale: 

Quelque petit qu'on se donne le nombre positif e, le produit 


e" fa) 


tend uniformément vers zéro dans le domaine (2) lorsque r croit indéfiniment. 
A cet effet, considérons l'expression 


F(a) =e" f(a), 


; étant un nombre positif arbitrairement petit mais fixe. 

Comme |e-7^| 1 dans l'angle (2), on voit d'abord que F(x) vérifie la con- 
dition (A) aux points x faisant partie du contour de cet angle et situés à une 
distance finie de l'origine. 

D’après la condition admise ci-dessus nous savons, d'autre part, que F(z) 
tend vers zéro lorsque le point x s'éloigne indéfiniment suivant un rayon quel- 
conque compris dans l'angle (2) et, en particulier, suivant l'axe réel positif. Le 
module | Z(x)| aura done une limite supérieure finie C’ sur cet axe. 

Soit C" la plus grande des quantités C et C', et désignons par T, et T', les 
moitiés de l'angle (2) situées respectivement au-dessus et au-dessous de l'axe réel. 

Sur les contours des domaines 7, et T,, la fonction F(x) vérifie, à distance 


* 


finie, la condition (A) où lon aura substitué C" à C, et dans chacun de ces 

2 - E ; , À I 
domaines le produit e~" F(x) tend uniformément vers zéro en même temps que R 
d'après l'hypothése admise ci-dessus. Comme 7, et T, occupent chacun un 


5 IE . , x ante 
angle d’ouverture ;.» il résulte dés lors de la proposition du n° 4 que 


(3) | F(x)|<c" 


dans chacun de ces domaines et, par suite, dans tout le domaine (2). 


Le rapport | | tendant vers l'unité lorsque le point x s'éloigne indéfiniment, on constate 
x 


immédiatement que la fonction transformée vérifie une condition de méme forme que la 
condition 29 du n9 4. 
* 


—— ————— 
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D 
oo 
1] 


Mais on aura nécessairement C' <C et, par suite, C" — C. 

En effet, si l'on avait C' » C, d’où C" — C', le module | F (x) | prendrait la 
valeur €' en un point de l'axe réel situé à l’intérieur du domaine (2). Comme, 
d'après (3), | F(z)| ne dépasse la valeur C' en aucun point de ce domaine, on y 
devrait donc avoir identiquement | F(x)|— C', ce qui est en contradiction avec 
la condition 1° du n° 4. 


Il est done démontré que | Z(z)| € C,' ou bien 


| / (v) | < C Jen“ | 


à l'intérieur de (2), et comme cette conclusion subsiste quelque petit que soit 1; 
il en résulte bien qu'on a dans tout ce domaine |f/(x)| € C, c. q. f. d. 

La démonstration subit de légères modifications dans le cas où 7 est un 
domaine de forme quelconque faisant partie de l'angle (2). Il peut alors arriver 
que ce domaine soit divisé par laxe réel en plusieurs portions séparées, dont 
quelques-unes sont finies tandis que d'autres s'étendent à l'infini. Pour les 
premiéres l'inégalité (3) découle immédiatement du principe classique rappelé au 
début, pour les autres elle se démontre comme ci-dessus. 

La remarque faite au début de ce numéro permet d'étendre le résultat qui 


ER à : d > 4 À t 
précède à tout domaine qui pourra être enfermé dans un angle d'ouverture — ; 
[04 


et nous avons ainsi établi ce théoréme: 


Soit dans le plan de la variable complexe x — re” un domaine connexe quelconque 
N ^ 5 a À ; 
T qu'on puisse entourer d'un angle d'ouverture —, et soit, d'autre part, f(x) une 
[04 


fonction monogène qui, à l’intérieur de ce domaine, est régulière et jouit des propriétés 
suivantes : 

i? Le module |f(x)| est uniforme dans T, et la condition (A) est vérifiée pour 
tout point à distance finie situé sur le contour de T. 

2° Quelque petit qu'on se donne le nombre positif e, le produit 


er" f(x) 


tend uniformément vers zero à l'intérieur de T lorsque r croit indéfiniment. 
Dans ces conditions on aura 


I/(x)] «€ 


pour tout point intérieur au domaine T . 


! L'inégalite (3) une fois établie, cette conclusion pourrait se déduire aussi de la proposition 
démontrée au n° 4 ou de celle du n? 3. 
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6. En effectuant un changement de variable, on peut modifier de différentes 
maniéres ce théoréme. 

Faisons d’abord z'—logz; au domaine (2) correspondra, dans le plan de la 
variable z', une bande comprise entre deux droites parallèles dont la distance est 


7t = , 
—, et l'on en conclut facilement ce résultat: 
a 


5 . . 5 TT 
Soient un domaine connexe, T, faisant partie d'une bande de largeur —, et une 
a 


fonction monogène, f(x), régulière à l’intérieur de ce domaine, dont le module est 
uniforme dans T et vérifie la condition (A) sur son contour (à distance finie). On 
suppose d'ailleurs que le produit 

Cae) 


quelque petit que soit le nombre positif e, tend uniformément vers zéro dans le 
domaine en question lorsque r croit indéfiniment. 

Cela étant, on aura |f(«)|<C pour tout point intérieur à T. 

En posant 

ol = (Dioec 

C et pg étant des constantes positives, transformation qui fait correspondre au 
domaine (2) la portion du plan des a’ comprise entre deux spirales logarithmiques, 
on établit de méme cet autre résultat: 

Supposons que la fonction monogène f(x) est réqulière et son module uniforme 
dans un domaine connexe T compris entre les spirales logarithmiques 


m 
(q—q0) cot @ P—Po— cot o 
g-—€ CUM a a . 


qu elle vérifie la condition (A) sur le contour de T (à distance finie) et que, à 
l’intérieur de ce domaine, le produit 


a 


eer os? o f (x) 


tend uniformément vers zéro lorsque r augmente indéfiniment, quelque petit que soit 
le nombre positif e. 

Dans ces conditions, on aura |f(x)| € € pour tout point intérieur au domaine T. 

7. Nous indiquerons encore en quelques mots une autre généralisation de 
la proposition établie au n° 4. : 

Considérons une suite de courbes, S,, S,,..., $,, .. ., reliant les deux côtés 
de Vangle (2) et dont les distances de l’origine augmentent indéfiniment, et 
désignons par M, la plus grande valeur que prend le module de l'expression 
eg f(x) sur la courbe S,. Nous admettrons qu’il est possible de choisir les courbes 
S, de telle manière qu'on ait 
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t ns — ot 


v=o 


Nous allons voir que la proposition dont il s'agit ne cesse pas d'avoir lieu 
si, à la condition 2°, on substitue cette derniére condition, qui est évidemment 
plus générale. 

En effet, il résulte de cette condition que, le nombre positif o étant donné 
aussi petit qu'on voudra, le module maximum M, du produit 


eo" f(x) (k « k! « a) 


sur la courbe S, tend vers zéro lorsque » augmente indéfiniment. Si l'on se 
donne arbitrairement un point + compris dans le domaine (2), on pourra done 
choisir » de telle sorte que ce point soit intérieur à la courbe S, et que l'on ait 
en méme temps M,<C. D'après le principe rappelé au n? 1, le module du 
produit ci-dessus est donc inférieur à C au point considéré, et, comme ce résultat 
subsiste quelque petit que soit o, on aura bien |f(z)| € C. 

En tenant compte de la remarque faite au début du n° 5, on arrive ains ia 
ce résultat: 

Soit une fonction monogene, f(x), régulière dans un domaine T tel qu'il est dit 
dans le théorème du n° 5, et admettons que son module soit uniforme dans T et vérifie 
la condition (A) sur son contour, en exceptant le point à l'infini. 

Dans ces conditions, deux cas peuvent se présenter: 

Ou bien on aura |f(x)| € € pour tout point pris dans l'intérieur du domaine T. 

Ou bien, en désignant par M (r) le maximum de |f(x)| sur la portion du cercle 
Je] r intérieure à T , l'inégalité 

M (r) > er" * 


sera vérifiée dès que r dépassera une certaine limite, le nombre positif e étant donné 
aussi petit qu'on voudra. 
A cette dernière inégalité on pourrait d’ailleurs substituer la suivante qui 
est plus précise: 
M (r) > e" 


ou V désigne une expression de la forme! 


V(r)— is — 


logr.log?r... log?—Dr . (log) r)t+0" 





o étant une quantité positive et » un entier positif quelconque. 





! Pour abréger, nous écrivons 
3) 


n E log! RE 


9 
log (log x) = log), log[log 
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ll semble même probable qu'il existe toujours, dans cette seconde hypo- 
thèse, une constante positive » telle qu'on ait 


M (r) > e^ 


pour r suffisamment grand. Mais il parait difficile d'en trouver une démonstration. 

S. Les résultats des n* 4 et 5 nous permettent de préciser comme il suit 
le théoréme établi au n? 3: 

Admettons que, d'un point donné x, de l'ensemble E, on puisse tracer deux arcs 
de cercles n'ayant aucun point à l’intérieur du domaine T, et soit A, l'angle compris 
entre ces arcs (du cóté du domaine T ). 

Dans ces conditions il est permis de remplacer la condition 2° du n° 3, en tant 
quil sagit du point x, considéré ici, par l'une ou l'autre des conditions suivantes: 


St A,— 


- (> 0), on suppose que le produit 


e Ir l f(x) > 


quelque petit qu'on se donne le nombre positif €, tend uniformément vers zéro lorsque 
x tend vers x, en restant à l'intérieur de T. 

Si A,— o, it suffit d'admettre que la méme condition soit remplie pour le 
produit 


a 
eel r—2, | Î (x), 


le nombre « étant cette fois égal à 2x divisé par la valeur numérique de la différence 
entre les courbures des arcs envisagés. 

Il résulte d’abord du théorème établi au n° 2 que le résultat du n° 4 reste 
encore vrai dans le cas où la condition (A) cesse d’être remplie pour un nombre 
dénombrable de points situés sur le contour de T, pourvu que la condition 2° du 
n° 3 soit vérifiée en ces mêmes points. 

On constate ensuite que le résultat établi au n° 5 comporte une généralisation 
analogue. 

Or il est évident que, dans l’une et l'autre des hypothèses envisagées ci- | 
dessus, les points de l'ensemble E, compris dans un certain entourage c, du point 
x,, sont tels que la fonction f(x) reste finie dans leur voisinage et que, par suite, 
la condition 2° du n? 3 s'applique à chacun de ces points. D'autre part, on voit 
facilement qu'il existe un changement de variable, x — q(x'), réalisant la représenta- 
tion conforme d'un certain voisinage ¢, du point »,, pris dans l'intérieur de c,, sur 
une aire 7, faisant partie de l'angle (2), et que la fonction f(x’) qui résulte de 
f(x) par ce changement est telle que le produit 
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t "eee 1 f(x!) 


tend uniformément vers zéro lorsque x tend vers l'infini en restant à l'intérieur 
de T,, et cela quelque petit que soit «. A l'aide du théorème du n° 5, généralisé 
comme il a été dit, on peut en conclure que |f(2')| reste au-dessous d'une limite 
finie dans T,. Il en est done de méme de |/(x)| dans l'aire ¢,, et, par suite, la 
fonction f(x) vérifie la condition 2? du n° 3 aussi au point v,. 
Les hypothèses admises ci-dessus se raménent donc à celles du n° 3. 


III. Quelques propriétés des fonctions monogenes dans le voisinage d'un 
point singulier. 


9. Les propositions que nous venons de démontrer conduisent à certains 
résultats nouveaux relatifs aux propriétés asymptotiques d'une fonction monogéne 
dans le voisinage d'un point singulier isolé. Pour simplifier le langage, nous 
admettrons que le point singulier qu'il s'agit d'étudier ait été rejété à l'infini à 
l'aide d'un changement de variable. D'ailleurs, nous nous oceuperons uniquement 
des singularités d'ordre fini, mais des résultats que nous allons établir on pourrait 
tirer aussi certaines conséquences relatives à d'autres points singuliers, en s'appuyant 
sur des considérations du genre de celles exposées au n? 6. 

Soit done une fonction monogene f(x) de la variable complexe x-— re qui 
vérifie les conditions suivantes: 

1° Elle est régulière dans l'angle 


(4) a<p<b 


dès que r est supérieur à une certaine limite. 
2° A l’intérieur de cet angle, f(x) est d’un ordre fini o, en sorte que, quelque 
petit qu'on se donne le nombre positif e, l'égalité 
€ log | /(re")| 
uD "pre 700 
a lieu uniformément pour les valeurs qp comprises dans l'intervalle (4), tandis que 
cette condition n'est remplie pour aucune valeur négative de c!. 


! En d'autres termes, pour toute valeur positive de e, l'inégalité 


vote 


lf@1<e 
a lieu dans l'angle (4) dès que x» est supérieur à une certaine limite, et l'inégalité 


pote 


Ifl» e 


du moins pour une infinité de points c tendant vers l'infini et intérieurs à ce méme angle, tandis 
que l'une au moins de ces conditions cessera d'être remplie lorsque € est négatif. 
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Soit V(x) une autre fonction monogéne jouissant des propriétés suivantes: 
1° Elle est régulière dans l'angle 


(5) — W<P<Ww 


dès que r est supérieur à une certaine limite, w désignant la plus petite des quantités 
zt b—a 

EN c 
20 2 


2° Elle prend des valeurs réelles et positives pour les valeurs réelles et positives 





de x qui dépassent une limite donnée. 
3° Lorsque r augmente indéfiniment, le rapport 


tend régulièrement vers zéro, tandis que le rapport 


V(r) 


^0— 
r? € 





admet l'infini pour limite supérieure, le nombre « étant donné aussi petit que Von veut. 
4° r tendant vers l'infini, l'expression 
V (rev) 
V(r) 
tend uniformément vers e?! pour les valeurs q comprises dans l'intervalle (5). 
Telle est, par exemple, toute fonction de la forme 


(6) z? (log x)“ (log log x)®= (log log log x)": . . . 
Cela posé, nous allons étudier la fonction réelle h(p~) de la variable réelle 
p définie par l'égalité asymptotique ! 


(7) h(q) — lim sup log Ve i 


ro 





Cette fonction est définie dans l’intervalle (4), mais parmi ses valeurs possibles 
figurent aussi les valeurs + o et —o. 





! Si A(g) prend une valeur finie pour une valeur donnée de 9, on aura, d'après cette 
définition, quelque petit que soit le nombre positif €, 


Ir ret?) | « d^i)e] V(r) 
dès que x dépassera une certaine limite, et d'autre part l'inégalité 
pecori | = lh (p)—e} Vir) 


subsistera du moins pour une infinité de valeurs > tendant vers l'infini. 
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-Nous ferons l'étude complète de la fonction h(y) dans le cas où o est positif, 
et nous ajouterons ensuite, au n° r8, quelques mots relatifs au cas 9 — o. 

Lorsque 970, la propriété caractéristique de la fonction h(y) se démontre 
de la maniére la plus facile en la comparant à une fonction auxiliaire de la forme! 


(8) H (q) — A cosoq + Bsinoq, 


dépendant linéairement des deux paramètres A et B. Cette fonction H(q) se 
trouve parfaitement déterminée si on lui impose les conditions 


(9) H(p)—h,  H(p)=h, 
h, et h, désignant des quantités réelles et finies, et q,, «y, des angles quelconques 


dont la différence ne soit pas un multiple exact de = En effet, on tire immé-, 


S 


diatement de ces conditions 


Asing(p,—q,)—  h,sinop, —h,sinop,, 


Bsino(q,—$,) = —h; cosoq, + h, cos oq. 
On voit que A et B sont fonctions continues de h,, /,, q,, 9, tant que y, 
et y, satisfont à l'inégalité 


7U 
o«|q,— 9: 


Si Ie.— 91-5: les conditions (9) ne sont compatibles que si l'on ah, + h, =o. 


Dans ce cas, ces conditions se réduisent à une seule, et il existe une infinité de 
fonctions H (y) qui les vérifient. % 
10. Après ces préliminaires, nous allons établir le théorème fondamental 
qui suit: : = 
Soient deux fonctions monogènes, f(x) et V(a), telles qu'il est dit au n° 9, et 
admettons en outre que les inégalités 


(xo) log Lire eee 


log | rei”) | 


<h+e, Vir) 


< h, + € 








‘Tl est commode, dans ce qui suit, de se représenter les fonctions H(g) et A(Y) par des 
courbes, en prenant y pour abscisse. A la premiere de ces fonctions correspondra une sinusoide 
Ll 2z B , : 
de période ro oscillant autour de l'axe des abscisses. 


Dans cette représentation, les propriétés de la fonction A(p) démontrées aux n° 15—17 
deviennent à peu pres intuitives, dés qu'on s'est bien rendu compte de la signification géométrique 
des propositions établies au n9 12. 
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peut choisir arbitrairement petit, h, et h, des quantités finies quelconques, et q,, qp 
des valeurs de q comprises dans l'intervalle (4) et vérifiant la condition 


lo; —p.1<<: 
9 


Cela étant, si l'on désigne par H,,,(çp) la fonction (8) que déterminent univoque- 
ment les conditions 
H,,,(p)=h, H,,,(g:)=h, 


on aura nécessairement, quelque petit que soit &, 


inn ed < Hy, ug) + à 





dés que  satisfera aux inégalités 
Pi LP LP: 
et que r dépassera une certaine limite finie, indépendante de y. 


Pour la démonstration, nous formerons d'abord Ja fonction H}%(p) de la 
forme (8) qui vérifie les conditions 


(12) HYG.) =h, +0, Hi3(y, —h; 0, 
9 désignant une quantité positive arbitraire. Nous écrirons cette fonction sous 
la forme 
Hi) = A cos o (9 — pr) + B sing(g — qu), 
en posant 
P, + p, 
Po — Ar à 


Puis nous formerons l'expression 


K(x) mc etat) à Bn) V (xe? Fo) 


Cette expression définit évidemment une fonction régulière pour 9, € f € qm, 
et pour les valeurs suffisamment grandes de r. D'autre part, d’après les propriétés 
de V(r), on aura 

| K (x) | = eT 2 p)+elr, g)) Vir), 
e(r,g) tendant uniformément vers zéro pour y, <p<q, lorsque r augmente 
indéfiniment. Il en résulte, d’après (ro) et (r2), que le module du produit 


F(x) = K(x). f(x) 


reste inférieur à l'expression 
e— V(r) [o—e+e(r, p)] 
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pour-gq — (, et pour y — y, dés que r dépasse une certaine limite, et cela quelque 
petit que soit e. 
Le module de F(a) restera done inférieur à une certaine constante C sur 
tout le bord du domaine 
qq Sr, TER, 


si R est choisi suffisamment grand, et comme F(x) est dans ce domaine d'un 
ordre au plus égal à o, tandis que le domaine fait partie d'un angle plus petit 


S 


que e il résulte des n** 4 et 5 qu'on a |F(x)| C, ou bien 


|f(x)| < C dives pl CUN 
pour tout point intérieur au domaine en question. 

En observant que A\2(g) converge uniformément vers H,..(q) lorsque o 
tend vers zéro, on en conclut bien que l'inégalité (11) a lieu pour q, € q € q, dés 
que r est suffisamment grand, c. q. f. d. 

11. Avant de poursuivre les conséquences qu'on peut tirer de ce théorème 
fondamental pour l'étude de la fonction h(y), nous allons en déduire un résultat 
dont nous aurons besoin plus loin. 

Si, dans un intervalle a/ <p € b' compris tout entier à l’intérieur de l'intervalle 
(4), on a constamment 

h(p) <A, 


A étant une constante, on aura nécessairement, quelque petit que soit e, 


(13) IMal<eatarın 
des que q^ satisfera aux inégalités 
a<p<b 
et que r dépassera une certaine limite finie, indépendante de q. 
En effet, divisons l'imtervalle en question en un nombre fini d'intervalles 
: en ; 2 A : 
partiels, chacun inférieur ou égal à garecos Ga Soient y, et y, les valeurs 
4+3 
extrêmes d'un tel intervalle. En faisant A, — h, — A on trouvera 


$ 


A cos o (o— T5 
H,,.(q) LE nn 
cose 72— T 
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et on aura par consequent 


al, ; (9) € A Ris 


Nim 


Le théorème du n° ro nous permet done de conclure qu'on aura 
| f(x) | <a e(4 + €) Vir) 


pour 9, <p, dès que r dépassera une certaine limite finie. On déterminera 
de la sorte une limite pour chacun des intervalles en lesquels l'intervalle 
a! <p<b' a été divisé; dés que r sera supérieur à la plus grande de ces limites, 
l'inégalité (13) sera satisfaite dans tout l'intervalle a' <<". 

Tacitement, nous avons supposé ci-dessus la constante A positive; si elle est 
négative ou nulle, la démonstration se simplifie. 

12. Le théorème du n° ro conduit immédiatement à cette propriété fonda- 
mentale de la fonction (y), définie par l'égalité (7): 


Admettons que, pour deux valeurs q, et q, de p, comprises dans l'intervalle 


(4) et telles que |q,— q.| «€ v on ait 


h(q)) X H(q,)), h(q;) € H(q»). 
H (q) désignant une fonction déterminée de la forme (8); on aura aussi 
h(p) X H(p) 


pour toute valeur de q intermédiaire entre q, et qu. 


Par un raisonnement facile on en conclut cette autre propriété de h(p): 
Soient q,,q., ga trois valeurs de p telles que |q4— q, | E et que @, soit inter- 


médiaire entre q, et ps. Sd 


h(q,) XH(q), k(p:)>H(p:), 


on aura nécessairement 


h(p3) = H (qs). 


En effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait choisir la quantité positive o 
de telle manière qu'on eût À(g,) € H(g,) —o. En posant 


A A _ ¢ Sine(g — 1) 
H(p) = H(p)— 0 sin e (Ps — 9) 


ce qui est toujours une fonction de la forme (8), on aurait alors 


que 
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D H (q,) = H (q,), H (q,) € H(p:), H (9) — H(qy,) —0, 
d’où 


h(p,) X (gi), h(g:) € H(p3). 


D’après le théorème du n? ro, il en résulterait k(p,) < H(p,) et, par suite, 


ce qui est contraire à l'hypothése. 

En appliquant deux fois de suite la proposition qui précède, on arrive au 
résultat suivant qui est, à un certain point de vue, plus général: 

Étant données deux valeurs q, et q, de q, telles que 


zm 
19 nl 
admettons que h(p,) soit finie et que 
h(q,) X H(qi), hp.) = H(g.), 
H (q) désignant une fonction déterminée de la forme (8); on aura nécessairement 
h(p) > H(q) 


tant que lp—9,1<= et que p—p, et p, —p, seront de signes différents. 


Supposons par exemple y, <@,, et choisissons une valeur y, de telle sorte 


TT On . . ED . 

que ~<,;<9,+—. Une première application de la proposition ci-dessus nous 
oO 
^ 

donnera 


A(g)2 H(g) pour q, € q X q.. 
Puis, partant des relations 


h(q,)— H(p:), h(p;) =H (Qs), 


et appliquant encore une fois Ja méme proposition, nous trouvons 


h(y) > H(g) pour q, qq. 


L'inégalité k(p) > H (y) subsiste done pour y, <p <p, + =. GIE de 


S 


13. En resserrant un peu les hypothéses, nous démontrerons maintenant 
ce résultat assez précis: 
Admettons que 
h(g,) Xh,, Agp)=h., h(Ps)<hs; 
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h,, h,, h4 désignant des quantités finies quelconques et q,, Po, 3 des valeurs de ~ 
comprises dans l'intervalle (4) et satisfaisant aux inégalités 


12 





ZU 7 
Pi < Pr < (03, Pa Us PS Ps RE 
Cela étant, la fonction h(q) reste finie et continue pour 7, <p<p, et, de plus, 
le rapport 
hig + 0) 


\ — hig) 
Ó 


(14) "o 
reste compris entre des limites finies lorsque 0 tend vers zéro. 

En effet, en désignant par H,,,(y) la fonction (8) qui prend pour p= s, 
la valeur A, et pour 4 — y, la valeur h,, et, d'une manière analogue, par H, (7) 
la fonction de la méme forme qui prend pour y — q, la valeur h, et pour 9 — qd, 
la valeur h,, on aura, d’après les propriétés demontrees au n° r2, 


poury,<yp<g;,: H,.(q)Xh(q)X H,,.(q), 
pourp, <p <3: H, ,(y) Xh(g) € Ap, .(q). 


Ces inégalités nous montrent d'abord que la fonction A(g) reste finie dans 
l'intervalle de y, à g,. D'autre part, en observant que 


H,, 2 ($5) = Ae, 3(P2) — h(p), 
on en conclut 


H,,2(f) —H,,:(9.) h(q) —h(g;) _ H;,.(9)— H;, 3 (P2) 
DER DS ri Piz Ps 





IA 


pour les valeurs de q comprises entre y, et y,. On voit done que la fonction 
h(q) est continue et que le rapport (14) reste compris entre des limites finies pour 
la valeur 9, de y. Pour étendre ces conclusions à toute autre valeur ¢,' située dans 
l'intervalle de , à q,, il suffit de choisir dans cet intervalle deux valeurs ,' et 
(4 de manière que 


I I (NU 


9, X9 < Pal: tf» 9 <7 Pa 





et de répéter le raisonnement ci-dessus, en remplaçant seulement 7, P,, y, par 
Pis (4, Pa et hy, ho, hz par les quantités 


h,-—h(g!) h. =h(@-'), hs = h(g,). 


14. En supposant désormais la fonction h (gp) finie dans l'intervalle (4), nous 
déduirons encore quelques propriétés caractéristiques de cette fonction. 
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Étant finie, la fonction A(q) .est nécessairement aussi continue, comme nous 
venons de voir. Si elle est positive pour une valeur donnée de ¢, elle restera done 
positive dans un certain intervalle, limité par des valeurs de «y pour lesquelles 
la fonction s’annule (ou par l’une, ou toutes les deux, des valeurs a et b), et les 
valeurs y pour lesquelles A(g) est négative appartiendront à des intervalles 
limités de la même manière. 

On peut démontrer plusieurs propriétés intéressantes relatives à ces inter- 
valles où h(~) garde un signe invariable. é 

Un intervalle où la fonction h(p) est négative est limitrophe des deux côtés 
d'intervalles où elle est positive, à moins qu'il n’aboutisse à l’un des points a et b. 

Soit y, une valeur de y, comprise entre a et 6, pour laquelle h(p) s’annule 
et qui limite un intervalle ot A(p)<o. Choisissons dans cet intervalle une 


valeur , telle que |, —wI« 7. et formons la fonction H,,,(y) de la forme (8) © 


qui vérifie les conditions 
Ay, (Po) =h(Po) =0, Hy, (yi) — (gi) € o. 
Cette fonction peut évidemment se mettre sous la forme 
H,,, (9) — € sin e(p — po), 
C désignant une constante. Comme Æ,,,(p,)<o, on en conclut immédiatement 


que H,,,(~)>o pour les valeurs y telles que |p—¢,| E et que y — q, et — 
soient de signes contraires. d : 

Or il résulte de la dernière proposition du: n° rr qu'on a pour ces valeurs 
de y, à condition toutefois qu'on ne sorte pas de l'intervalle (4), h(q) > H,,,(q) 
et, par suite, h(p~)>o. L’intervalle considéré, où A(q) «o, est donc contigu au 
point 9, à un intervalle où h(p)>o, ce que nous voulions démontrer. Mais 
notre raisonnement nous a fourni en méme temps cette nouvelle propriété de la 
fonction A(q). 

Tout intervalle où h(p) est positive, et qui est limité par des valeurs p pour 
lesquelles h(q) s’annule, est d'une étendue supérieure ou égale à =. 


S 


Les intervalles où h(p) est positive seront done nécessairement en nombre 
limité, si lintervalle donnée (4) est fini. Il en sera évidemment de méme des 
intervalles où A(g) est négative et aussi de ceux où A(y) garde constamment la 
valeur zéro, puisque l'un quelconque de ces intervalles, s'il n'aboutit pas à un 
des points a et b, est limitrophe des deux côtés d’intervalles où A(q) est 


positive. Dono: 
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Si lintervalle (4) est fini, on peut le diviser en un nombre limité de sous- 
intervalles tels que, dans chacun d'eux, la fonction h(q) ou garde un signe invariable, 
ou reste constamment nulle. 

Nous démontrerons enfin cette proposition: 


; À ; 1 , : P n SHIT 
L'étendue d'un intervalle où h(p) est négative ne saurait être supérieure à —. 


bj 


Sil en était autrement, on pourrait, en effet, trouver une valeur q, telle 
7t 


que A(q) serait négative pour chacune des trois valeurs q, — —- 
20 
hj 


m ? ZU 
» Pos Pot 20° 
Soit C une constante inférieure à h(Yy,) et posons 


H (p) — C cos g (pq). 


. . it 
ce qui est une fonction de la forme (8) s'annulant pour y — ,— — et pour 
5 


S 


P = Po + = En choisissant le nombre positif à suffisamment petit, on aurait 
alors, à cause de la continuité des fonctions h(q) et H(p), h(q) « H(g) pour 


7t à JL LL . D 
chacune des valeurs q, —- +0 et y, + — 0, dont la différence est inférieure 
20 


20 0 


à ^. tandis que h(p) > H(p) pour la valeur intermédiaire y,. On se trouverait 
Q 


ainsi en contradiction avec le résultat établi au n° r2. 

15. On peut de différentes manières déterminer une limite supérieure de la 
valeur absolue de (y) dans un intervalle où cette fonction est négative. Le 
théorème le plus simple qu’on puisse démontrer dans cet ordre d’idées est le suivant: 

Si h(p,) = 0, on aura 

h(qy + x) + h(qy —2x)2.0 


tant que o «x « E [pourvu qu'on ne sorte pas de l'intervalle (4)]. 
Déterminons, en effet, la fonction (8) par les conditions 


H(p5) — h (94) — o, H (q, + x) — h(qy +2), 


la valeur x étant comprise entre o et On aura d'aprés le n? 12 


Sia 


h(g)>H(g) pour MPN 


En faisant =g,— x et en observant qu'on a 
H (gy, — v) FT —H (Po ne) — h(g, + x), 


on en tire l'inégalité voulue. 
Notons la conclusion suivante qui résulte immédiatement de cette inégalité: 
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Si un intervalle où h(q) <o est limitrophe des deux côtés d’intervalles où h (p) > o 
et aux extrémités desquels h(q) — 0, le minimum de h(q) dans le premier intervalle 
est, en valeur absolue, au plus égal à son maximum dans l'un des intervalles voisins. 

Le théorème démontré ci-dessus n'est d'ailleurs qu'un cas particulier du 
suivant, qui exprime sous une forme assez élégante la propriété la plus générale 
de la fonction A(q): 

Si q,, Po, (, sont trois valeurs quelconques de, y, comprises dans un intervalle 
où la fonction h(q) reste finie et qui vérifient les conditions 


jt 
Pi < Q X Pa» UN Sn isi (Polk ome 


on aura 
(gi sing(n — 9s) + k(p.)sin o(¢,— 9.) + A(g)) sin 0(9,—9,) = 0- 
En effet, toute fonction H(q) satisfait a. l’identité 
H (q,) sin 0 (ps — 92) + H(p.) sin o(~, — ps) + H (pa) sin o(p: — pi) = o. 
En spécialisant H(p~) de manière que 
H(p,)=h(g:), H(p)—=h(p.), 
et en observant qu'on a dans ce cas, d’après le n° 12, 
h(p;,) =H (pz), 


on obtient précisément l’inegalite ci-dessus. 

16. Revenons encore une fois sur la propriété fondamentale de la fonction 
h(g) établie au n° 12. Si, dans la dernière forme donnée à cette propriété, on 
fait tendre y, et q, vers une méme valeur $,, on aura a la limite ce nouveau 
résultat, dont nous nous proposons de donner ici une démonstration directe et 
rigoureuse. 

Si la fonction h(q) a un maximum ou un minimum pour = %,, ou, plus géné- 
ralement, si la fonction est stationnaire pour cette valeur de q, en sorte que la dif- 
férence h(q) — h(q,) ne change pas de signe lorsque gp varie dans un certain entourage 
de g,, et si H,,,(q) désigne la fonction (8) qui pour p=, est égale à h(y,) et a 
la dérivée nulle, fonction qui peut évidemment se mettre sous la forme 


H,,,(p) = h(Po) cos o(q — Ga), 


on aura h(y)>H,,,(p) pour q, 28 <P< Po + =, a condition qu’on ne sorte pas de 


Vintervalle (4). 
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Supposons en effet qu'on ait h(p,) < H,,,(q,) pour une valeur y, comprise 
entre les limites indiquées, et, pour fixer les idées, admettons par exemple que 


Po — = «q(,«q«,. Si nous formons la fonction H,,,(p) de la forme (8) qui est 


a { 


égale à h{yp) pour p=, et pour $ —,, la différence 
H,,1(9) — H,,, (p) zz Const. sin e(9 — 9), 


étant négative pour y — ,, aura nécessairement une dérivée positive pour p= 4%, 
et comme H',,,(9,) = 0, il en résulte que Z',,,(9,)>o. En choisissant le nombre 
positif à suffisamment petit, on aura done 


H,, (Po — 9) < H,,4 (Po) € H,,, (Py + 0). 
Mais H,,,(q,) — h(q,), et d'autre part, d’après le n° r2, 
h(q, —0) € H,, (Po —9), hip + 8) 2 H,,, (Po 9). 
Par suite, on aura nécessairement 
R(Po — d) < h (qs) € h (qu + 0), 


ce qui est contraire à l'hypothése. 

On peut tirer de ce théoréme plusieurs conséquences, parmi lesquelles nous 
signalerons ici les suivantes: 

Si la fonction h(q), dans un intervalle où elle est positive, est stationnaire pour 
une certaine valeur p, de q, cette valeur divise l'intervalle en deux parties, dont 


253 ; „TE 
chacune est supérieure ou égale à —- 
20 


Dans un intervalle où hig) est négative, il ne peut y avoir qu'une seule valeur 
( — qy pour laquelle cette fonction est stationnaire. Cette valeur q correspond à un 
vrai minimum de la fonction h(q), et divise l'intervalle en question en deux parties 


he ee 
dont aucune n’est supérieure à —- 
20 


Dans les deux cas, on suppose que l'intervalle considéré ne soit limité par 
aucun des points a et b. 

17. Les théorèmes que nous venons de démontrer sur la fonction A(q) 
peuvent tous étre complétés dans une certaine direction. On aura d'abord cette 
proposition générale: 

Si l'égalité 

À(q) — H (y), 
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où H(p) désigne une fonction déterminée de la forme (8), a lieu pour trois valeusr 
Pis Pro» Pa de q, telles que 

: 2U 7t 

Pi € Pa € (s, Bip SP (s Pa < p 


0 


elle subsiste pour toute valeur de q comprise entre q, et (Py. 

Cette proposition découle immédiatement du n? 13, en observant que les 
fonctions désignées respectivement par H,,,(q) et H,.,(q) coincident actuellement 
avec H(p). 

On démontre de méme: 

Si un intervalle où h(q) est positive est limité par des valeurs de q pour les- 
quelles h(p) =o, et si l'étendue de cet intervalle est précisément égale à = la fonction 


h(q) s'y réduit à une fonction de la forme (8). 
Si un intervalle où h(p) est négative est précisément d’étendue = h(q) y coincide 


avec une fonction de la forme (8). 
Si h(q) est stationnaire pour q —q, et si l'égalité 
h(p)= H,, v (q) — hg.) eos g(p — Po) 
a lieu pour une valeur q, telle que |y, — Y,|< $ elle subsiste aussi pour toute valeur 
de p comprise entre qw et q,. 
En particulier, si h(q) est stationnaire pour p=, et s'annule pour une des 


7 ACUTE UAE - - à : 
valeurs p, + —, l'égalité ci-dessus subsiste dans l'intervalle. compris entre q, et 
20 


S 


cette valeur. 
Les démonstrations de ces propriétés sont trop faciles à trouver pour que 
nous ayons besoin de nous y arréter. 


18. Jusqu'ici nous avons supposé constamment o0. Dans le cas où o — o 
on aura, d’après les hypothèses admises au n° 0, 


V (reiv) = V(r)[x + e(r, p)], 


où e(r,g) tend uniformément vers zéro pour a « y « b lorsque r augmente inde- 
finiment, et il en résulte que la fonction que nous avions désignée par H(y) se 
réduit actuellement à une constante. A cette différence prés, le raisonnement 
donné au n? ro reste encore valable et conduit à cette propriété générale de la 
fonction h(p): 
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Si q,, Po, Ps sont des valeurs consécutives quelconques de p comprises dans 
Vintervalle (4), on ne saurait avoir a la fois 


h(g:)>h(p,) et A(g:) > (ps). 


Evidemment, ces inégalités ne nous permettent pas de conclure que la fonc- 
tion h(p) soit continue. 

On arrive à des résultats plus précis en supposant la fonction V(x) de la 
forme (6) page 389. En effet, on constante aisément que. dans ce cas, la partie 
réelle de l'expression 

ilogz.V (x) 
est de la forme 
— (e, + 1)eV(r) [x + er, )], 


e(r,p) ayant la méme propriété que ci-dessus. Si, dans la démonstration donnée 
au n? ro, on remplace l'expression X (x) par la suivante 


g-— 14’ + i B' log (ze—!99)] V(ze— v0) 
, 


on retrouve notre théoréme fondamental, avec cette modification que la fonction 
H(g) aura maintenant la forme 
A+ Bo, 


A et B désignant, comme 4’ et B', des constantes réelles. Il en résulte que la 
fonction h(y) jouit des propriétés démontrées aux n° r2 et 13, et, en particulier, 
qu’elle est continue dans tout intervalle où elle reste finie. 

19. En terminant, nous appliquerons les résultats précédents au cas où la 
fonction f(x) est uniforme et régulière dans un certain voisinage du point à l’infini. 
Nous admettrons de plus que, pour toute valeur positive de s, l'inégalité 


(15) | f(x) | « ef(Ate) V(r) 
subsiste dès que 7 est supérieur à une certaine limite, et l’inégalité 
(x6) |f)» etam ro 


du moins pour une infinité de points x dont les modules vont en croissant indé- 
finiment, A désignant une constante positive ou mulle (si cette constante était 
négative, la fonction f(x) serait nécessairement régulière à l'infini) et V une fonc- 
tion monogene qui jouit des propriétés énumérées au n? 9 pour les valeurs de % 
comprises entre les limites 

— 0 «0 «xo; 


w étant la plus petite des quantités 0 et x. 
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-Il est d'abord évident que,-dans ces conditions, la fonction A(g) admet la 
période 2x, et qu'elle ne saurait dépasser la valeur 4 pour aucune valeur de y. 
Mais elle pourra prendre des valeurs inférieures à 4 d'aussi peu qu'on voudra. 
En effet, nous avons démontré au n? rr que l'inégalité A(q) « A', A! désignant 
une constante inférieure à A, aurait pour conséquence que l'inégalité 


| f(a) | « e» v 


subsisterait pour toutes les valeurs de p dès que.» serait supérieur à une certaine 
limite « désignant une quantité positive arbitrairement petit. Or cette conclusion 
est en contradiction avec la condition (r6). 

Soit maintenant 9, une valeur quelconque pour laquelle A(q) est finie. 
Comme on a constamment A(qg)- A, le théorème du n? r3 nous apprend que 
h(q) reste certainement finie et continue dans l'intervalle de y, — « à q, + co. Sr 
(4, est une valeur quelconque comprise entre ces limites, la méme conclusion 
s'applique évidemment à l'intervalle de q, — o à (, + w, et, en continuant ainsi, 
on arrive à ce résultat que la fonction A(p) est finie et continue pour toutes les 
valeurs de q. 

Étant continue, la fonction h(y) aura nécessairement une valeur maxima 
qui, d’après ce qui précède, ne saurait être autre que la valeur À. 

Enfin, le résultat établi au n° 15 nous permet d'affirmer que h(p) ne saurait 
être inférieure à — A pour aucune valeur de y. 

Nous avons ainsi établi ce théorème, où l’on suppose o» o: 

Sous les conditions énoncées ci-dessus, la fonction h(q) est finie et continue et 
jouit des propriétés démontrées aux n® 11—16 pour toutes les valeurs dep. De plus 
on aura constamment 


la valeur A étant atteinte pour une valeur au moins de la variable q. 
Soit, dans le cas où A est positif, y, une valeur de y pour laquelle A(q) 
est égale à A: on aura d'aprés le n? 17 


h(p) > Acoso(p—p) pour |g —$,| € 20, 


d’où ces conclusions: 

Si o<4, la fonction h(q) reste constamment positive, et sa valeur minima n'est 
pas inférieure à À cos ox. 

Si £<o<t1, la fonction h(q) peut prendre des valeurs négatives, mais elle ne 
descend pas au-dessous de la limite À cosox, qui est supérieure à — A. 

Nous démontrerons enfin cette proposition: 
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Dans le cas où 9 — o, la fonction h(q) garde la valeur constante A pour toutes 
les valeurs de q. 

Admettons, en effet, qu'on ait h(y,)<A', À! étant inférieur à A. En 
appliquant le théorème du n° ro à l'intervalle de q, à y, + 2x, remplaçant les 
deux quantités h, et h, par A’, et remarquant qu'on a identiquement H,.,(g) = A’, 
on arriverait à ce résultat que l’inegalite 


Hay] « eco o 


x 


est vérifiée dès que r est supérieur à une certaine limite, quelque petit que soit e. 
On se trouverait ainsi en contradiction avec la condition (16). 

Les résultats démontrés ci-dessus s’appliquent, en particulier, aux fonctions 
entières d’ordre fini. 

Une question intéressante est celle du choix de la fonction V (x). Évidemment, 
on pourra toujours mettre V (x) —=x°, g étant supérieur à l'ordre de la fonction 
f(x). Mais, dans ce cas, on aura A — o, et les considérations précédentes nous 
font voir seulement que Ah(y) s'annule pour toutes les valeurs de p, ce qui ne 
constitue pas un résultat nouveau. 

Dans les cas où l’on peut choisir V(x) de manière que les conditions (15) 
et (r6) solent vérifiées pour une valeur positive de la constante A . nos considéra- 
tions conduisent, au contraire, à des propriétés nouvelles de la fonction f(x), 
relatives à la maniére dont elle se comporte lorsque x tend vers l'infini dans 
différentes directions. On sait que cette circonstance se présente toutes les fois 
que soit les zéros de la fonction soit les coefficients de son développement de 
Taylor vérifient certaines inégalités asymtotiques d'un caractére assez général. 
On pourrait méme dire que cela a lieu pour toutes les fonctions entiéres qui se 
sont introduites naturellement dans l'Analyse. 

Cependant on peut se demander si, à chaque fonction entiére d'ordre fini, 
correspond une fonction monogéne V (x), jouissant des propriétés énumérées au 
n? 9, et telle qu'on ait des inégalités de la forme indiquée, la constante A étant 
positive. Nous trouverons peut-étre une autre fois l'occasion de revenir sur cette 
question. 
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Nous avons le devoir douloureux d’annoncer à nos lecteurs la mort de notre 
collaborateur 
LORENZ LEONARD LINDELOF 


x 


qui pendant 26 ans a appartenu à notre rédaction. 

Lindelôf naquit dans la paroisse d’Ikalis en Finlande le 13 Novembre 1827. 
Il était attaché comme professeur à l'université de Helsingfors à partir de 1857 
jusqu’à 1874. De 1874 jusqu'à 1902 il était président de la direction des lycées. 
de la Finlande. En 1002 il démissionna et il mourut le 3 Mars dernier. 

Ses travaux mathématiques les plus importants sont: 


Examen critique d’une méthode récemment proposée pour distinguer le 
maximum et le minimum dans les problèmes du calcul des variations. (Bull. de 
l'Ac. R. de Belgique, Ser. 2, T. 17); : 

Propriétés générales des polyedres qui, sous une étendue superficielle donnée, 
renferment le plus grand volume. (Melanges math. et astr. Ac. d. sc. St.-Péters- 
bourg. T. 4); 

Sur les maxima et minima d’une fonction des rayons vecteurs menes d’un 
point mobile à plusieurs centres fixes. (Acta Soc. sc. Fennice. T. 8); 

Quelques formules relatives 4 la courbure, moyenne d’une courbe fermee. 
(Acta Soc. sc. Fennice. T. 9); E 

Sur les limites entre lesquelles le caténoide est une surface minima. (Acta 
Soe. sc. Fennicæ. T. 9); | 

Une question de rentes viagères. (Acta mathematica. Bd. 3); 

Trajectoire d’un corps assujetti à se mouvoir sur la surface de la terre sous 
l'influence de la rotation terrestre. (Acta Soc. sc. Fennicæ. T. 16); 

Recherches sur les polyèdres maxima. (Acta Soc. sc. Fennicæ. T. 24); 

Sur les polygones au plus petit périmètre circonscrits à une ellipse donnée. 
(Acta Soc. sc. Fennice. T. 31); 2 notes supplémentaires. (Acta Soc. sc. Fen- 
mice 2,539); 


Il a encore publié plusieurs mémoires remarquables sur la statistique et sur 
les assurances sur la vie. On lui doit encore un livre excellent pour l’enseigne- 


ment élémentaire sur la géométrie analytique. 
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Mais Lindelöf n’était pas seulement un savant des plus éminents, il était en 
même temps homme d'État et homme pratique. En qualité de recteur de l’uni- 
versité et de député à la diète finlandaise ainsi que dans d’autres positions dans 
la vie pratique il a rendu à sa patrie maints services de la plus haute valeur et 
de nature très diverse. Sa grande lucidité, véritable qualité de mathématicien, 
sa probité à toute épreuve et une impartialité reconnue lui donnaient une place 
élevée dans la société et lui assuraient la vénération de tous les coeurs nobles 


et droits. 
Mittag-Leffler. 





Bekanntmachung. 


Auf Grund des von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul Wolfskehl in Darm- 
stadt uns zugewendeten Vermächtnisses wird hiermit ein Preis von 100.000 Mk., 
in Worten: »Einhunderttausend Mark», für denjenigen ausgesetzt, dem es zuerst 
gelingt, den’ Beweis des grossen Fermat’schen Satzes zu führen. Herr Dr. Wolfs- 
kehl bemerkt in seinem Testamente, dass Fermat (siehe z. B. Oeuvres de Fermat 
Paris 1891 t. I pg. 29r observ. II) mutatis mutandis die Behauptung aufgestellt 
hat, dass die Gleichung x? + y^ — z^ durch ganze Zahlen unlósbar ist für alle die- 
jenigen Exponenten 4, welehe ungrade Primzahlen sind. Dieser Fermat'sche Satz 
ist entweder im Sinne Fermats allgemein oder in Ergünzung der Untersuchungen 
von Kummer (Crelles Journal 40, S. 130 ff., Abh. der Akad. d. Wiss. zu Berlin 
1857) für alle die Exponenten 4 zu beweisen, in denen er überhaupt Geltung hat. 
Ueber weitere Litteratur vergleiche man: Hilbert, Theorie der algebraischen Zahl- 
kórper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV (1894—95) 
$ 172—173 und Encyklopüdie der mathematischen Wissenschaften, Bd. r, Teil 2 
Arithmetik und Algebra (1g00—1904) IC 4 b, S. 713. 

Die Aussetzung des Preises erfolgt unter folgenden näheren Bedingungen: 

Die Kónigliche Gesellschaft der Wissenschaften in Gottingen entscheidet frei 
darüber, wem der Preis zuzuerkennen ist. Sie lehnt die Annahme jeder Manu- 
skriptsendung ab, die auf die Bewerbung um den Preis für den Fermat’schen Satz 
Bezug hat; sie beriicksichtigt für die Preiszuteilung lediglich solche mathematische 
Abhandlungen, die in periodischen Zeitschriften, als Monographien oder in Buch- 
form im Buchhandel käuflich erschienen sind. Die Gesellschaft stellt dem Ver- 
fasser solcher Abhandlungen anheim, etwa 5 gedruckte Exemplare davon an sie 
einzusenden. 

Ausser Betracht bleiben fiir die Verleihung des Preises solche Arbeiten, die 
in einer Sprache gedruckt sind, welche den zur Beurteilung der Arbeit berufenen 
Fachgelehrten unverständlich ist. An die Stelle solcher Arbeiten können vom 
Verfasser als richtig anerkannte Uebersetzungen treten. 

Die Gesellschaft lehnt alle Verantwortlichkeit für eine Nichtberücksichtigung 
von Arbeiten ab, die nicht zu ihrer Kenntnis gelangt sind, desgleichen für alle 


Irrtiimer, die daraus entspringen könnten, dass der wirkliche Verfasser der Arbeit 
oder eines Teiles derselben als solcher der Gesellschaft unbekannt geblieben ist. 

Sie behält sich für den Fall, dass an der Lösung der Aufgabe mehrere Per- 
sonen beteiligt sind oder die Lösung durch die Arbeiten mehrerer Gelehrter her- 
beigeführt worden ist, freieste Entscheidung, insbesondere auch die Teilung des 
Preises nach ihrem Ermessen vor. 

Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft erfolgt frühestens zwei 
Jahre nach der Veröffentlichung der zu krönenden Abhandlung. Es soll innerhalb 
dieses Zeitraumes deutschen und ausländischen Mathematikern Gelegenheit geboten 
werden, über die Richtigkeit der durch die Veröffentlichung bekannt gewordenen 
Lösung sich zu äussern. 

Ist der Preis durch die Gesellschaft zuerkannt, so wird davon den Berech- 
tigten durch den vorsitzenden Sekretär im Namen der Gesellschaft Mitteilung 
gemacht und solches öffentlich an allen denjenigen Orten bekannt gegeben wer- 
den, an denen der Preis im letzten Jahre ausgeschrieben war. Die Zuerkennung 
des Preises durch die Gesellschaft ist unanfechtbar. 

Die Auszahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten innerhalb dreier 
Monate nach seiner Zuerkennung durch die Königliche Universitätskasse in Göt- 
tingen oder auf Gefahr und Kosten des Empfängers an einem anderen von ihm 
zu bezeichnenden Orte, und zwar wird das vermachte Kapital je nach der Wahl 
der Gesellschaft bar oder in den hierfür hinterlegten Papieren gegen rechtsgültige 
Quittung zur Auszahlung gebracht. Die Auszahlung des Preises kann durch Aus- 
händigung der hinterlegten Wertpapiere auch dann erfolgen, wenn deren Kurs- 
wert die Summe von 100000 Mark nicht mehr erreichen sollte. 

Falls der Preis bis zum 13. September 2007 nicht zuerkannt ist, können An- 
sprüche auf ihn nicht mehr erhoben werden. 


Mit dem heutigen Tage tritt die Wolfskehlsche Preisstiftung unter den vor- 
stehend angegebenen Bedingungen in Kraft. 
Göttingen, den 27. Juni 1908. 


Die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften. 
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